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Chapter 1

Verjetnost

1.1 Uvod

V vsakdanjem zivljenju se nenehno sreCujemo z negotovostjo in variabil-
nostjo. Ali bo jutri dezevalo? Kaksen bo dobicek podjetja v prihodnjem
cetrtletju? Kaksen je uc¢inek novega zdravila pri zdravljenju dolo¢ene bolezni?
Tezave, ki vklju¢ujejo negotovost, so v sredis¢u zanimanja verjetnostne teorije.

Verjetnost je matematicni okvir, ki omogocéa analizo nakljuénih pojavov.
Sluzi kot temelj za statistiko, disciplino, ki omogoca sklepanje na podlagi
podatkov. Statistika in verjetnost sta tesno povezani: statistika uporablja
orodja verjetnosti, da bi naredila sklepne postopke, medtem ko se verjetnost
ukvarja z modeliranjem naklju¢nih poskusov.

V tem poglavju bomo uvedli osnovne pojme verjetnosti. Najprej bomo
opisali vzoréne prostore in dogodke, nato pa formalizirali pojmovanje verjet-
nostnih mer. Kasneje bomo razvili osnovne metode za racunanje verjetnosti,
ki vkljuCujejo kombinatoricne principe, pogojno verjetnost in neodvisnost
dogodkov. Na koncu bomo nakazali, kako se te ideje uporabljajo v statistiki
in drugih podrocjih znanosti.

1.2 Vzorcni prostori

Pri obravnavi negotovih pojavov za¢nemo z natanc¢no dolo¢itvijo vseh moznih
izidov, ki jih lahko dobimo pri nakljuénem poskusu. Mnozico vseh moznih
izidov imenujemo wvzorcéni prostor in jo obi¢ajno oznac¢imo s ).

Primer 1.2.1. Ce vrzemo kovanec, sta mozna izida grb (G) ali cifra (C).
Torej je vzoréni prostor Q = {G,C}.
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Primer 1.2.2. Ce vrzemo standardno Seststransko kocko, so mozni izidi
cela stevila od 1 do 6. Torej je vzoréni prostor Q = {1,2,3,4,5,6}.

Primer 1.2.3. Ce opazujemo ¢as (v minutah), ki ga potnik ¢aka na avtobus,
je vzoréni prostor 2 = [0, 00), ker so mozne vse nenegativne realne vrednosti.

Vzoréni prostori so lahko:
¢ diskretni, c¢e je vseh moznih izidov konc¢no ali Stevno neskonc¢no,

e zvezni, ¢e so mozni izidi predstavljeni s to¢kami na realni osi oziroma
na uniji intervalov.
Dogodki

Definicija 1.2.4. Dogodek je poljubna podmnozica vzorénega prostora 2.
Dogodek A C 2 se zgodi, ¢e je dejanski izid naklju¢nega poskusa element
mnozice A.

Primer 1.2.5. Pri metu kocke je dogodek »pade sodo Stevilo« mmnozica

A =1{2,4,6}. Ce pade 4, re¢emo, da je dogodek nastopil.

Operacije na dogodkih

Ker so dogodki mnozice, lahko z njimi izvajamo obicajne mnozi¢ne operacije:

e Unija: AUB={w € Q:we€ Aaliw € B}. To je dogodek, da se
zgodi A ali B (ali oba).

e Presek: ANB={weQ:we Ainw e B}. To je dogodek, da se
zgodita A in B hkrati.

o« Komplement: A° = {w € Q:w ¢ A}. To je dogodek, da se A ne
zgodi.

o Razlika: A\B={weN:weAinw ¢ B}. To je dogodek, da se
zgodi A, a ne B.

Primer 1.2.6. Naj bo Q = {1,2,3,4,5,6} pri metu kocke. Ce je A =
{2,4,6} (soda stevila) in B = {1,2,3} (stevila < 3), potem:

AUB={1,2,3,4,6}, ANB={2}, A°={1,3,5}, A\B={4,6}.
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Posebni dogodki
e Gotov dogodek: A =, ki se vedno zgodi.

o Nemogo¢ dogodek: A = (), ki se nikoli ne zgodi.

o Elementarni dogodek: A = {w} vsebuje natanko en izid.

Disjunktni dogodki

Dogodka A in B sta nezdruzljiva (disjunktna), ¢e je AN B = (). Takrat se
ne moreta zgoditi hkrati.

Zakoni za mnoZice

Operacije z dogodki zados¢ajo naslednjim zakonitostim (za vse dogodke
A, B,C):

« Komutativnost:

AUB=BUA, ANB=BnNA.

¢ Asociativnost:

(AUB)UC =AU (BUC), (ANB)NC=AN(BNQO).

¢ Distributivnost:

AN(BUC) = (ANB)U(ANC), AU(BNC)=(AUB)N(AUQC).

De Morganova zakona

Za vsaka dogodka A in B veljata pravili:
(AUB)° = A°N B¢, (AN B)° = A°U B-.

Primer 1.2.7. Ce A pomeni »pade soda Stevilka«, B pa »pade Stevilo
vecje od 4«, potem AU B pomeni »pade soda Stevilka ali Stevilka vecja od
4«. Komplement dogodka je »pade liha Stevilka, ki ni vecja od 4«, kar je
mnozica {1,3}. Po De Morganovem zakonu je to enako kot AN B€.
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1.3 Verjetnost

Ko imamo definiran vzoréni prostor €2 in dogodke kot njegove podmnozice,
zelimo tem dogodkom prirediti stevilske vrednosti, ki odrazajo njihovo ver-
jetnost. To formaliziramo z uvedbo verjetnostne preslikave (ali na kratko
verjetnosti).

Definicija 1.3.1. Verjetnost je preslikava
P:F —0,1],
kjer je F druzina podmnozic vzorénega prostora €2, za katero veljajo nasled-
nji aksiomi:
1. P(Q) =1,
2. Za vsak dogodek A € F velja 0 < P(A) <1,
3. Ce sta A in B nezdruzljiva dogodka (AN B = (), potem

P(AUB) = P(A)+ P(B).
Izpeljane lastnosti verjetnosti
Iz zgornjih treh aksiomov lahko izpeljemo ve¢ uporabnih zakonitosti.

1. Verjetnost nemogocega dogodka. Ker velja P(2) =1 in QU = Q,
dobimo

1=P(Q)=PQuUd) = P(Q)+ P(0),
od tod P(0) = 0.
2. Komplement dogodka. Za vsak dogodek A velja = AU A° in
AN A =1(. Po aksiomu aditivnosti:

P(Q) = P(AU A°) = P(A) + P(A°).
Ker je P(Q2) = 1, dobimo

P(A°) =1— P(A).
3. Monotoniénost. Ce je A C B, potem velja B = AU (B \ A) in
AN (B\ A) =0. Torej
P(B)=P(A)+ P(B\ A) > P(A),

saj je P(B\ A) > 0.
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4. Formula za unijo dveh dogodkov. Za poljubna A, B velja
AUB=(A\B)U(B\A)U(ANB),
pri cemer so mnozice na desni paroma disjunktne. Torej
P(AUB)=P(A\B)+P(B\ A)+ P(ANB).

Ker velja P(A) = P(A\ B)+ P(ANB) in P(B) = P(B\ A) + P(AN B),
sledi
P(AuB)=P(A)+ P(B)— P(ANB).

Te lastnosti se uporabljajo pri prakti¢cnem racunanju verjetnosti.

Primer 1.3.2 (Klasi¢na definicija). Ce je vzoréni prostor konéen in so vsi
izidi enako verjetni, potem je verjetnost dogodka A enaka

P(A) = ;é;.

Primer 1.3.3 (Statisticna definicija). Naj bo poskus ponovljen N-krat in
naj se dogodek A pojavijo k-krat. Relativna frekvenca dogodka je

L
N
Pri velikem N ta frekvenca priblizuje verjetnost dogodka P(A).

Primer 1.3.4 (Buffonova igla). Iglo dolzine [ me¢emo na povrsino, kjer so
narisane vzporedne ¢rte z razdaljo ¢t med seboj (I < t). Verjetnost, da igla
seka ¢rto, je
p=2
tm
Ta klasicen geometrijski poskus je bil uporabljen za ocenjevanje vrednosti
stevila .

1.4 Racunanje verjetnosti: kombinatori¢éne metode

Pri obravnavi diskretnih vzorénih prostorov, kjer imajo vsi izidi enako ver-

jetnost, lahko verjetnost dogodka A izrac¢unamo kot
Al

P(A) = —.

€2

Zato je pogosto najpomembnejsa naloga presteti stevilo elementov v €2 in v
A. V ta namen uporabljamo osnovna kombinatori¢na pravila.
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1.4.1 Nacelo mnozenja

Ce lahko neko opravilo izvedemo v n razli¢nih nacinih, drugo v no naéinih,
in tako naprej do nx, potem lahko celoten postopek izvedemo na

ny-nog-... Nk
nacinov.

Primer 1.4.1. Ce lahko za geslo izberemo eno ¢érko (25 moznosti) in eno
stevilko (10 moznosti), potem je vseh gesel 25 - 10 = 250.

1.4.2 Permutacije in variacije

Permutacija je urejen razpored vseh n elementov. Stevilo vseh permutacij
mnozice n elementov je

nl=n-(n—1)-...-2-1.

Primer 1.4.2. Koliko razlicnih nacéinov je, da razporedimo 5 knjig na
polico? Odgovor: 5! = 120.

Ce izmed n elementov izberemo k in jih uredimo v vrstnem redu, govo-
rimo o wvariacijah brez ponavljanja:

n!
(n—k)!

Primer 1.4.3. Izmed 10 kandidatov zelimo izbrati predsednika, podpredsed-
nika in tajnika. Stevilo moznosti je

10!

1.4.3 Kombinacije

Ce izmed n elementov izberemo k, pri ¢emer vrstni red ni pomemben, gov-
orimo o kombinacijah. Njihovo Stevilo je

n n!
(k:) T kl(n— k)l

Primer 1.4.4. Izmed 10 kandidatov zelimo izbrati 3 ¢lane odbora, brez
razlikovanja po funkcijah. Stevilo moznosti je

10
= 120.
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1.4.4 Binomski koeficienti in binomska formula

Binomski koeficient (}}) ima naravno interpretacijo: stevilo podmnozic z k
elementi v n-Clanski mnozici.

Izrek 1.4.5 (Binomska formula). Za vsako naravno stevilo n velja

(z+y)" = Zn: (Z) aty"h,

k=0

Dokaz. Razvoj (z + y)" predstavlja produkt n faktorjev, v vsakem faktorju
lahko izberemo z ali . Ce izberemo natanko k-krat z in (n — k)-krat g,
dobimo ¢len z*y"~*. Stevilo vseh takih izbir je (}). SeStevek vseh takih
¢lenov da formulo. O

Primer 1.4.6. Za n = 3 imamo
(z +y)® = 2 + 32y + 3zy° + 9,
kar ustreza (g) =1, (?1’) =3, @) =3, @) - 1.

Primer 1.4.7 (Hipergeometrijska verjetnost). Najbo N velikost populacije,
od tega je M elementov posebnega tipa (npr. »neustreznih«) in N — M
elementov drugega tipa (npr. »ustreznih«). Ce nakljuéno vzamemo vzorec
velikosti n brez vracanja, je verjetnost, da bo v vzorcu natanko k elementov
posebnega tipa, enaka

Konkretni primer hipergeometrojske verjetnosti: V posiljki N = 100
artiklov je M = 10 neustreznih in 90 ustreznih. Ce vzamemo vzorec n = 5
artiklov brez vracanja, je verjetnost, da bo natanko k£ = 2 neustrezna, enaka

Tukaj Stevec predstavlja stevilo nac¢inov, kako izmed 10 neustreznih artiklov
izberemo 2, hkrati pa izmed 90 ustreznih Se 3, imenovalec pa Stevilo vseh
moznih vzorcev velikosti 5 izmed 100 artiklov.
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1.4.5 Multinomski koeficienti in formula

Stevilo nacinov, kako lahko n objektov razdelimo v m razredov, tako da jih
je v i-tem razredu natanko k; (i =1,...,min ky +---+ k,, = n), je dano z
multinomskim koeficientom:

" S
ki, ko, ... km )  kilks! - k!

Izrek 1.4.8 (Multinomska formula). Za vsako naravno stevilo n velja

n k1 kK k
(a2t Han) = > (k: - )xlx?xm
14+ km=n 1, 2y e oy vm

Primer 1.4.9. Za n =3, m = 3 imamo
(x+y+ 2)3 = 23492 4 23 4+ 322y + 3222 + 3yPw + 3y’ 2+ 3220 + 32%y + 62y

Primer 1.4.10 (Razdelitev v tri skupine). Naj bo n = 8 Studentov, ki jih
zelimo razdeliti v tri skupine: prvi skupini dodelimo k; = 3 studente, drugi
ko = 3, in tretji k3 = 2. Stevilo vseh moznih razporeditev je

8 8!
(3,3,2) ~o313120 p60.

Primer 1.4.11 (Deljenje kart igralcem). Naj imamo 12 kart in 4 igralce.
Vsak igralec dobi 3 karte. Stevilo razli¢nih razdelitev je

12 __ 12 = 369600
3,3,3,3/ 31313131 ‘

Primer 1.4.12 (Barvne kroglice v skatle). Naj imamo 15 kroglic: 6 rdecih,
5 modrih in 4 zelene. Stevilo razli¢nih na¢inov razvrstitve v tri razrede je

R = 12612600
6,5,4) 65141 '

1.5 Pogojna verjetnost

V¢asih nas zanima verjetnost dogodka pod pogojem, da vemo, da se je zgodil
drug dogodek.

Definicija 1.5.1. Naj bosta A in B dogodka v vzor¢nem prostoru €. Pogo-
jna verjetnost dogodka B glede na dogodek A je definirana kot

P(ANB)

P(BIA) = =5

, Ceje P(A)>0.
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Primeri iz vsakdanjega zivljenja

Primer 1.5.2 (Medicinski test). Ce vemo, da je oseba bolna (A), nas zan-
ima verjetnost, da bo test pozitiven (B). Pogojna verjetnost je P(B|A) in
jo imenujemo obcutljivost testa.

Primer 1.5.3 (Prometni zastoj). Verjetnost, da bomo zamudili na sestanek
(B), je vecja, ¢e vemo, da dezuje (A). Pogojna verjetnost P(B|A) odraza
vpliv vremena na zamude.

Primer 1.5.4 (Sportna napoved). Verjetnost, da bo ekipa zmagala (B), se
spremeni, ¢e vemo, da igra na domacem igriscu (A).
Zakon mnoZenja verjetnosti

Iz definicije sledi pomembna zveza:
P(ANnB)=P(A)P(B|A) = P(B) P(A|B).

Ta zakon omogoca racunanje presekov verjetnosti preko pogojnih verjet-
nosti.

Zakon popolne verjetnosti

Naj bo {A1, Aa, ..., A;} popoln sistem disjunktnih dogodkov (tj. A;NA; =0
zai#jin Ay U---UA, = Q). Za vsak dogodek B velja
k
P(B) = 3" P(BI4)P(4).

i=1

Primer 1.5.5 (Medicinski test). V populaciji je 1 % bolnikov (A1), 99 %
zdravih (Az). Verjetnost pozitivnega testa je

P(pozitivni test) = P(pozitivni|A;)P (A1) + P(pozitivni|Ag) P(As2).

Bayesovo pravilo
Bayesovo pravilo omogoca obratno pogojno verjetnost:

P(B|Ai)P(4;)
>5-1 P(BIAj)P(4A;)

P(Ai|B) =
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Primer 1.5.6 (Diagnoza bolezni). Naj bo P(A;) = 0.001 verjetnost, da
je oseba bolna, in P(As) = 0.999, da je zdrava. Test zazna bolezen s 99-
odstotno natanc¢nostjo: P(pozitivni|A;) = 0.99, pri zdravih pa da pozitiven
rezultat z verjetnostjo 0.05: P(pozitivni|As) = 0.05.
Ce dobimo pozitiven rezultat, velja po Bayesu:
0.99 - 0.001

P(Aifporitivni) = 576575 001 + 0.05 -0.999 ~ 019

Torej je kljub pozitivnemu rezultatu verjetnost bolezni le priblizno 2 %.

Primer 1.5.7 (Detektor dima). V hisi je namesS¢en detektor dima. Ver-
jetnost, da pride do pozara, je P(A;) = 0.001, verjetnost, da ni pozara, pa
P(A3) = 0.999. Detektor zazna pozar s verjetnostjo P(alarm|A;) = 0.98,
vendar sprozi lazen alarm z verjetnostjo P(alarm|As) = 0.02.

Ce slisimo alarm, nas zanima verjetnost, da res gori. Po Bayesovem
pravilu:

P(alarm|A;)P(A;)
P(alarm|A;)P(A;) + P(alarm|A3) P(A2)

P(A;|alarm) =

Vstavimo vrednosti:
0.98 - 0.001

POA Il — ~ 0.047.
(Arfalarm) = o5 601 +0.02 - 0.999

Torej je verjetnost, da res gori, priblizno 4.7 zelo zanesljiv. Razlog je v
tem, da je dejanski dogodek (pozar) zelo redek.

Sklep

Pogojna verjetnost, zakon popolne verjetnosti in Bayesovo pravilo so kljuéni
pojmi, ki omogocajo sklepanje v negotovih situacijah, od medicinske diag-
nostike do zanesljivosti naprav in strojnega ucenja.

1.6 Neodvisnost

Pojem neodvisnosti opisuje situacije, ko pojav enega dogodka nima nobenega
vpliva na verjetnost drugega.
Definicija 1.6.1. Dogodka A in B sta neodvisna, Ce velja
P(AnB)=P(A)- P(B).
Ekivalentno lahko recemo, da sta A in B neodvisna, ¢e

P(BJA) = P(B) ali P(A|B)=P(A).
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Primeri iz vsakdanjega zivljenja

Primer 1.6.2 (Met kovanca in vreme). Dogodek A = »pri metu kovanca
pade grb« in dogodek B = »jutri bo dez« sta neodvisna, saj rezultat meta
kovanca nima vpliva na vreme.

Primer 1.6.3 (Dve karti iz dveh kompletov). Ce iz prvega kompleta kart
izzrebamo eno karto in iz drugega kompleta eno karto, sta dogodka »karta
iz prvega kompleta je as« in »karta iz drugega kompleta je kralj« neodvisna.

Primer 1.6.4 (Met kovanca dvakrat). Dogodka A = »pri prvem metu pade
grb« in B = »pri drugem metu pade grb« sta neodvisna, saj

P(ANB)=3=14%-1.
Neodvisnost ve¢ dogodkov
Dogodki A1, Ao, ..., A, so medsebojno neodvisni, ¢e za vsako podmnozico

{i1,12,...,1} indeksov velja
P(All mAiz M---N Alk) = P(AH) ’ P(A22) e P(Auc)

Primer 1.6.5 (Trije meti kovanca). Pri treh zaporednih metih kovanca
so dogodki »prvi met je grb«, »drugi met je grb« in »tretji met je grb«
medsebojno neodvisni, saj je verjetnost preseka enaka produktu posameznih
verjetnosti.

Opozorilo: Neodvisnost # disjunktnost

- Ce sta A in B disjunktna (AN B = ), potem velja P(ANB) = 0. - Ce sta
hkrati neodvisna, bi morali imeti P(AN B) = P(A)P(B) = 0. To je mozno
samo, ¢e je P(A) =0 ali P(B) =0.

Primer 1.6.6. Pri metu kocke naj bo A = {1} in B = {2}. Dogodka sta
disjunktna, nista pa neodvisna, ker

P(ANB) =04 P(A)P(B) = 5.

Lastnosti neodvisnosti
Ce sta A in B neodvisna, potem veljajo:

e A in B°€ sta neodvisna,



14 CHAPTER 1. VERJETNOST

e A€ in B sta neodvisna,
o A€ in B¢ sta neodvisna.
Oris. Ce je P(AN B) = P(A)P(B), potem velja
P(ANnB°) =P(A)— P(ANnB)=P(A)(1 - P(B)) = P(A)P(B°).

Podobno se pokaze za ostale primere. O

Sklep

Neodvisnost je kljucna lastnost v verjetnostni teoriji in statistiki. Omogoca
enostavnejse racunanje verjetnosti in je osnova za mnoge modele, npr. pri
anketah (neodvisni odgovori), strojnem ucenju in teoriji informacij.

1.7 Zaklju¢ne opombe

V tem poglavju smo spoznali osnovne pojme verjetnosti: vzoréne prostore,
dogodke, verjetnostne mere, kombinatoricne metode, pogojno verjetnost in
neodvisnost. Ti koncepti tvorijo temelj za celotno teorijo verjetnosti in nji-
hovo poznavanje je klju¢no za razumevanje statistike.

Statistika gradi na verjetnosti: iz opazovanih podatkov sklepamo o pop-
ulacijah in procesih, ki so inherentno nakljucni. Brez osnovnega znanja
verjetnosti bi bilo nemogoce oblikovati zanesljive metode sklepanja, ocenje-
vanja in testiranja hipotez.

V naslednjih poglavjih bomo te ideje razsirili na obravnavo sluéajnih
spremenljivk in njihovih porazdelitev, kar bo omogocilo formalno obravnavo
podatkov v kvantitativnih znanstvenih disciplinah.

1.8 Naloge

1. Vrzemo dve kocki. Dolocite verjetnost, da je vsota pik enaka 7.

2. Izmed 20 studentov jih 12 zna programirati v Pythonu. Naklju¢no
izberemo 3. Kaksna je verjetnost, da vsi znajo programirati?

3. V podjetju je 40 % zaposlenih zensk. Ce nakljuéno izberemo 5 oseb,
kaksna je verjetnost, da bodo natanko 3 Zenske?

4. V skatli je 6 rdecih in 4 modre kroglice. Izberemo 2. Dolocite verjet-
nost, da sta obe rdedi.
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. Dve karti izvlecemo zaporedoma brez vracanja iz kompleta 52 kart.

Dolocite verjetnost, da sta obe asi.

. 'V podjetju testirajo nov izdelek. Pretekle izkusnje kazejo, da je 95

% izdelkov uspesnih, ¢e so pri testiranju prejeli dobre ocene, 60 %
uspesnih, ¢e so prejeli srednje ocene, in 10 % uspesnih, ¢e so prejeli
slabe ocene. Ce vemo, da je izdelek pri testiranju prejel dobre ocene,
kaksna je verjetnost, da bo uspesen na trgu?

. Dokazujte, da za poljubna dogodka A in B velja

P(AUB) = P(A) + P(B) — P(AN B).

. 'V podjetju se 1 % izdelkov izkaze za neustrezne. Ce pregledamo 100

izdelkov, ocenite verjetnost, da bo natanko en neustrezen.
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Chapter 2

Slucajne spremenljivke

2.1 Diskretne slucajne spremenljivke

Slucajna spremenljivka je v bistvu nakljucno stevilo. Za motivacijo si pogle-
jmo primer.

Kovanec vrzemo trikrat in opazujemo zaporedje grbov (h) in cifer (t).
Vzoréni prostor je

Q = {hhh, hht, htt, hth, ttt, tth, thh, tht}.
Primeri slucajnih spremenljivk, definiranih na €2, so:
1. skupno stevilo grbov,
2. skupno Stevilo cifer,
3. stevilo grbov minus Stevilo cifer.

Vsaka od teh funkcij doloc¢a pravilo, ki vsakemu izidu w € € priredi
realno stevilo. Ker je izid v 2 nakljucen, je tudi prirejeno stevilo nakljucno.

Definicija 2.1.1. Na splosno je slucajna spremenljivka preslikava iz € v
realna stevila:

X:Q—=R.

Ker je izid naklju¢nega poskusa v {2 nakljucen, je naklju¢no tudi stevilo
X(w).

Obic¢ajno slucajne spremenljivke oznacujemo z velikimi ¢rkami iz konca
abecede (npr. X,Y, 7).

17
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Primer 2.1.2. Naj bo X skupno stevilo grbov v opisanem poskusu (trikratni
met kovanca). Takrat je X slucajna spremenljivka, ki lahko zavzame vred-
nosti 0,1, 2, 3.

Definicija 2.1.3. Diskretna slucajna spremenljivka je slucajna spremenljivka,
ki lahko zavzame le kon¢no ali kve¢jemu Stevno neskonéno mnogo vrednosti.

Primer 2.1.4. Prejsnja slucajna spremenljivka X (skupno Stevilo grbov v
treh metih) je diskretna, saj so mozne vrednosti le 0,1, 2, 3.

Za primer slucajne spremenljivke s Stevno neskon¢no mnogo moznimi
vrednostmi si poglejmo poskus: kovanec mecemo, dokler ne pade prva grb,
in definiramo

Y = stevilo metov do prve grbe.

Mozne vrednosti so 1,2,3,....
Na splosno pravimo, da je mnozica stevno neskon¢na, ¢e jo lahko postavimo
v bijektivno korespondenco z mnozico celih stevil.

Primer 2.1.5. Ce je kovanec posten, ima vsak izid iz  zgoraj verjetnost
%. Tako lahko izracunamo:

P(X=0)=1, P(X=1=32 PX=2=32 PX=3) =4

Na splosno verjetnostna preslikava na vzorénem prostoru doloca ver-
jetnosti razlicnih vrednosti slucajne spremenljivke. Ce so mozne vrednosti
xr1,Z2,. .., potem obstaja funkcija p, da velja

p(z;) = P(X = ), ZP(%’) =1

Funkcija p se imenuje gostota (tudi frekvencna funkcija) slucajne spre-
menljivke X.

Definicija 2.1.6. Porazdelitvena funkcija (cdf) sluéajne spremenljivke X
je definirana kot

F(z)=P(X <ux), —00 < & < 00.
Porazdelitvena funkcija je narasc¢ajoca in zadosca pogojema

lim F(z)=0, mlgngo F(z)=1.

T——00

Primer 2.1.7. Za slu¢ajno spremenljivko X (Stevilo grbov v treh metih
postenega kovanca) je p(x) podan z

p(0) =3, p(1) =2, p(2) =3, p(3) = 3.
Porazdelitvena funkcija F'(z) ima skoke v to¢kah = = 0,1, 2, 3, viSina skoka
pri =i pa je enaka p(i).
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Neodvisne slucajne spremenljivke

Tako kot govorimo o neodvisnosti dogodkov, lahko definiramo tudi neodvis-
nost slucajnih spremenljivk.

Definicija 2.1.8. Slucajni spremenljivki X in Y sta neodvisni, ce velja
P(X =x;,Y =y;) = P(X =2;) P(Y =y;) zavsedi,j.

Primer 2.1.9 (Dva meta kovanca). Naj bo X = 1, ¢e je pri prvem metu
grb (in 0 sicer), ter Y = 1, ¢e je pri drugem metu grb (in 0 sicer). Potem je

PX=1Yy=1)=%3=1.1

D=

in podobno za vse ostale kombinacije. Torej sta X in Y neodvisni.

Primer 2.1.10 (Met kovanca trikrat). Naj bo X = »stevilo grbov v prvih
dveh metih«, Y = »stevilo grbov v zadnjih dveh metih«, pri treh metih
postenega kovanca.

Mozne vrednostiso X € {0,1,2}inY € {0,1,2}. Skupno vzor¢ni prostor
vsebuje 23 = 8 enako verjetnih izidov.

Izracunajmo nekaj verjetnosti:

Toda
P(X =2,Y = 2) = P(prvi dve grb in zadnji dve grb) = P(hhh) = £.
Ce bi bila X in Y neodvisni, bi moralo veljati
P(X=2Y=2=P(X=2)PY=2)=1-1=1%.
Ker pa v resnici velja P(X = 2)Y = 2) = % #+ 1—16, spremenljivki X in Y
nista neodvisni.
2.1.1 Bernoullijeve slucajne spremenljivke

Definicija 2.1.11. Bernoullijev poskus je poskus, ki ima samo dva mozna
izida: uspeh in neuspeh.

Primer 2.1.12. Met kovanca: uspeh = pade grb, neuspeh = pade cifra.
Test bolezni: uspeh = pozitiven test, neuspeh = negativen test.
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Definicija 2.1.13. Bernoullijeva slucajna spremenljivka X je definirana kot
X = {1, ¢e nastopi uspeh,
0, c¢e nastopi neuspeh.
Ce je p = P(X = 1) verjetnost uspeha, potem velja
P(X=0)=1-p, P(X=1)=p.

Primer 2.1.14. Ce je verjetnost, da bo test pravilno zaznal bolezen p =
0.98, potem je Bernoullijeva spremenljivka X = 1, ¢e je test pozitiven, in
X =0, ¢e je negativen. Tedaj je P(X =1) =0.98, P(X =0) = 0.02.
2.1.2 Binomske slucajne spremenljivke

Zaporedje n neodvisnih Bernoullijevih poskusov z verjetnostjo uspeha p
pripelje do stevila uspehov X v teh n poskusih.

Definicija 2.1.15. Binomska slucajna spremenljivka X s parametri n in p
ima verjetnostno maso

P(X=k) = <Z>pk(1 )k k=0,1,...,n.

Primer 2.1.16 (Spol otrok). Verjetnost, da se rodi fant, je priblizno p =
0.515. V druzini s petimi otroki naj bo X stevilo fantov. Potem

5 .
P(X =3) = (3) 0.515%0.485% ~ 0.321,

5
P(X =5)= <5>0.5155 ~ 0.036.

Povezava z Bernoullijevimi spremenljivkami. Naklju¢no spremenljivko
z binomsko porazdelitvijo lahko izrazimo kot vsoto n neodvisnih Bernoulli-
jevih spremenljivk. Ce ozna¢imo X; ~ Bern(p), i = 1,...,n, neodvisne in
vsaka predstavlja izid enega poskusa, potem velja

X=X1+Xy+- -+ X, ~ Bin(n,p).

Ta povezava je kljucna, saj omogoca razumevanje binomske porazdelitve
kot sestevka preprostih poskusov tipa »uspeh/neuspeh«.
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2.1.3 Geometrijska porazdelitev

Definicija 2.1.17. Naj bo poskus sestavljen iz neodvisnih Bernoullijevih
poskusov, pri ¢emer ima vsak poskus le dva mozna izida in verjetnost uspeha
p je enaka v vseh poskusih. Naklju¢no spremenljivko X, ki je enaka stevilu
poskusov do prvega uspesnega poskusa, imenujemo geometrijska nakljucna
spremenljivka.

Definicija 2.1.18. Gostota geometrijske spremenljivke je
P(X =z)=(1-p)*!p, x=1,2,...

Primer 2.1.19. Pri digitalnem prenosu signala je verjetnost, da je signal
slab, p = 0.1. Naj bo X stevilo prenosov do prvega slabega signala.

P(X =1)=0.1, P(X=10)=0.99"0.1~0.0387, P(X =20)=0.99'%.0.1 ~0.0135.

Pricakovana vrednost diskretne slucajne spremenljivke

Definicija 2.1.20. Ce je X diskretna sluéajna spremenljivka z gostoto p(z),
je njena pricakovana vrednost, oznacena z E(X), definirana kot

B(X) = Y aip(w)

pod pogojem, da velja

Z |zi| p(x;) < 0.

Vsote bomo podrobneje studirali v prihodnjem poglavju. Prav tako bomo
spoznali se nakaj drugih zelo pomembnih diskretnih slu¢ajnih spremenljivk,
kot so negativna binomska, hipergeometrijska in Poissonova.

2.2 Zvezne slucajne spremenljivke

Pri zveznih slucajnih spremenljivkah vlogo frekvencne funkcije prevzame
gostota verjetnosti (ali na kratko gostota) f(x), za katero velja:

fx) >0, /_O; Flz)dz = 1.

Ce je X zvezna slu¢ajna spremenljivka z gostoto f, potem za poljubna
a<b:

P(a<X<b):/bf(a:)dx.
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Porazdelitvena funkcija. Za zvezno sluc¢ajno spremenljivko X defini-
ramo porazdelitveno funkcijo

Flo) = P(X <2) = / F(u) du.
Ce je f zvezna v x, potem velja f(x) = F’(z), kar bomo e dokazali.

Enakomerna slu¢ajna spremenljivka. Enakomerna slucajna spremenljivka
na intervalu [0, 1] ima gostoto

f(x):{l, 0<z<1,

0, sicer,

) x f— 07
Fl@)={z 0<z<l,
1, 1

Normalna porazdelitvena funckija Slucajna spremenljivka X ima nor-
malno porazdelitev s parametri y in o2, e je njena gostota verjetnosti

L o (_ (x — p)?

fz) =

o 952 ), —o0o < T <00,

kjer je pu € R lokacijski parameter (sredina) in ¢ > 0 disperzijski parameter
(varianca).

V prihodnjih poglavjih bomo spoznali Sse nekatere druge zvezne slu:cajne
spremenljivke.

Kvantil, mediana in kvartili.

Definicija 2.2.1. Naj bo X zvezna slucajna spremenljivka s porazdelitveno
funkcijo F'. Za 0 < p < 1 imenujemo p-ti kvantil Stevilo x,, za katero velja

P(X <uzp) = F(xp) =p.
Ce je F strogo naras¢ajoca, je kvantil enoliéno dolo¢en kot

Ty = F_l(p).
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Posebni primeri kvantilov:
To5 je mediana, .25 je spodnji kvartil, To.75 je zgornji kvartil.
Primer 2.2.2. Naj bo porazdelitvena funkcija
F(x) =22, 0<z<1.
Inverzna funkcija je F~!(y) = VY- Sledi:
mediana = 95 = F~1(0.5) = V0.5 ~ 0.707,
spodnji kvartil = 9.5 = F~1(0.25) = v/0.25 = 0.50,

zgornji kvartil = xzg75 = F_1(0.75) = 0.75 ~ 0.866.

Pricakovana vrednost zvezne slucajne spremenljivke

Definicija 2.2.3. Ce je X zvezna slucajna spremenljivka z gostoto f(x),
potem je njena pricakovana vrednost

pod pogojem, da velja
/ |z| f(x) dx < .

Integrale bomo podrobneje studirali v prihodnjih poglavjih.

Varianca slué¢ajne spremenljivke

Definicija 2.2.4. Ce je X slu¢ajna spremenljivka s pri¢akovano vrednostjo
E(X), potem je varianca spremenljivke X definirana kot

Var(X) = B[(X - E(X))?],

pod pogojem, da pricakovana vrednost obstaja. Standardni odklon spre-
menljivke X je kvadratni koren variance.
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Chapter 3

Zaporedja in vrste

Zaporedja

Definicija 3.0.1. Zaporedje realnih stevil je predpis, ki vsakemu naravnemu
stevilu n € N priredi realno stevilo a,. Realno stevilo a,, imenujemo n-ti
¢len zaporedja, n pa indeks ¢lena a,. Zaporedje zapisemo kot a1, as, as, . ..
ali krajse {ay, }nen oziroma {a,}.

Opomba 3.0.2. Zaporedje lahko dolo¢imo eksplicitno (s predpisom za splosni
¢len ay,) ali rekurzivno (s predpisom, ki izrazi a,, z nekaj predhodnimi ¢leni
An_1,0n_2,...). Clene zaporedja je pogosto nazorno predstaviti kot tocke
(n,ay) v ravnini ali kot tocke a,, na Stevilski premici.

Primer 3.0.3.
o Aritmeti¢no zaporedje: an+1 = an +d in a, = a3 + (n — 1)d.
1

e Geometri¢no zaporedje: apy1 = qa, in a, = a1q™ .

e Fibonacci: a1 =1, ao =1, an = Gn_1 + Gn_o.

Monotonost in omejenost

Definicija 3.0.4. Zaporedje {a,} je narascajoce, ¢e a1 > ay za vsak n €
N, in strogo narascajoce, ¢e an+1 > an. Podobno je padajoce, ¢e ant1 < ap,
in strogo padajoce, ¢e any1 < ay. Zaporedje je monotono, Ce je narascajoce
ali padajoce.

Definicija 3.0.5. Zaporedje {a,} je navzgor omejeno, ¢e obstaja M € R
tako, da a,, < M za vse n; Stevilo M je (ena) zgornja meja. Navzdol omejeno

25
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je, ¢e obstaja m € R tako, da a, > m za vse n; m je (ena) spodnja meja.
Zaporedje je omejeno, e je hkrati navzgor in navzdol omejeno.

Definicija 3.0.6. Natancna zgornja meja (supremum) zaporedja je sup an,
neN
najmanjsa med vsemi njegovimi zgornjimi mejami. Natancna spodnja meja

(infimum) je inIf\I an, najvecja med vsemi spodnjimi mejami.
ne

1 1
Primer 3.0.7. Za a, = ntl =1+ — je inf, a, = 1, zaporedje je strogo
n n

padajoce in sup,, a, = a1 = 2.

Alternirajoca zaporedja

Definicija 3.0.8. Zaporedje je alternirajoce, ¢e se predznak ¢lenov izmen-
juje, tj. apant1 < 0 za vsak n.

Stekalisca in limita

Definicija 3.0.9 (Stekalisée). Stevilo A € R je stekalisce zaporedja {a,},
¢e za vsak € > 0 lezi v (A — ¢, A + €) neskonéno mnogo ¢lenov zaporedja.

Definicija 3.0.10 (Limita). Stevilo A je limita zaporedja {a,}, ¢e za vsak
e > 0 obstaja ng € N tako, da za vse n > ng velja |a, — A| < . V tem
primeru pisemo lim, - a, = A in pravimo, da je zaporedje konvergentno.
Ce takega A ni, je zaporedje divergentno.

Trditev 3.0.11. Ce lim,_oca, = A, potem je A stekalisce zaporedja in
zunaj vsake okolice (A — e, A+ €) lezi le koncno mnogo clenov.

Izrek 3.0.12. Zaporedje je konvergentno natanko tedaj, ko je omejeno in
ima natanko eno stekalisce.

Izrek 3.0.13 (Monotono konvergenéni izrek). Ce je {a,} narascajoce in
omejeno, potem konvergira in velja nh—>Holo an, = supay,. Ce je {a,} padajoce
n

in omejeno, potem konvergira in velja lim a, = inf a,.
n—oo n
Primer 3.0.14. Zaporedje
anp=2n+1, néeN,

ima c¢lene 3,5,7,9,.... To je strogo narascajoce zaporedje, ki ni navzgor
omejeno. Njegova natancna spodnja meja je

inf a,, = 3.
neN "
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Primer 3.0.15. Zaporedje

1
anp=—, neN,
n

je strogo padajoce in navzdol omejeno z 0. Velja

lim a, = 0= inf a
n—oo neN ¥’

torej je limita enaka natancni spodnji meji.
Primer 3.0.16. Zaporedje
ap = (—1)", neN,

je alternirajoce. Ni monotono in nima limite, ker se ¢leni zaporedja gibljejo
med 1 in —1. Ima pa dve stekalis¢i: —1 in 1.

Racunanje z limitami

Trditev 3.0.17. Ce sta {a,} in {b,} konvergentni, potem veljajo stan-
dardna pravila:

lim (a,+b,) = lima,+limb,, lim (ca,)=clima,, lim
n—oo n—o0 n—0o0

~ 1‘
Ce je b, # 0 za vse n in limb,, # 0, potem HILHOIO %Z B liizz

Primer 3.0.18.

(2n—1)2+1 . dn?—dn+2 4
im =lim ————=-=2.
n—oo (2n+1)(n+1) n—=02n243n+1 2

Nekaj standardnih limit

Trditev 3.0.19. Za c € R velja

hm Cn — {07 |C| < ]"

n—00 17 c= 17

Trditev 3.0.20. Za ¢ > 0 velja lim /™ = 1.
n—oo

(anby) = (limay,)(limby,).
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Stevilo e

n —-n
Definicija 3.0.21. Definiramo zaporedji a,, = (1 + %) in b, = (1 — %) .
Velja, da je a, narasc¢ajoCe in navzgor omejeno, b, padajoCe in navzdol
omejeno, zato sta konvergentni in imata isto limito:

e=lim (1+ l)n = lim (1- l)_” ~ 2.7182.

n—oo n n—oo n

Stevilo e je iracionalno.

Stevilske vrste
Definicija 3.0.22. Dano imamo neko zaporedje realnih stevil
a1,a2,a03, . ..
Kaj bi bila vsota neskonc¢no ¢lenov tega zaporedja?
Primer 3.0.23. Naj bo zaporedje dano s predpisom a, = n. Koliko je
1+2+34+4+5+...7
Primer 3.0.24. Naj bo zaporedje dano s predpisom a,, = (—1)". Koliko je
AT (D) 1+ (D) + 14 (1) +...7

Primer 3.0.25.
1+1+1—|—1+ =2
2 4 8 N

Definicija 3.0.26. Naj bo {a,} zaporedje realnih stevil. Izraz
oo
a1 +as+az+---= Zan
n=1

imenujemo stevilska vrsta, stevilo a,, pa splosni c¢len vrste.

Definicija 3.0.27. S pomocjo ¢lenov zaporedja {a,} definiramo novo za-
poredje delnih vsot {s,} s ¢leni

n
§1 = am, S2 = a1 + ag, [ERE} Snzza‘i7
=1
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Definicija 3.0.28. Vrsta > .2 a, je konvergentna, ¢e konvergira zaporedje
njenih delnih vsot {s,,}. Limito zaporedja delnih vsot imenujemo vsota vrste.
Ce vrsta ni konvergentna, pravimo, da je divergentna.

Primer 3.0.29. Preverimo konvergenco vrste

> (=)

n=1
Ker je s, = 0 za sode n in s, = —1 za lihe n, ima zaporedje delnih vsot dve
stekalisci, torej ni konvergentno in je vrsta » > ;(—1)" divergentna.
Primer 3.0.30. Izracunajmo vsoto vrste

o0

— n(n+1)

3

Ker velja

so delne vsote enake

1
=1—
n+1
Torej
lim s, =1,
n—oo
in vrsta je konvergentna z vsoto 1.
Definicija 3.0.31. Vrsto
oo
Zaq" =a+aq+ag®+ag®+...
n=0

imenujemo geometrijska vrsta.

Trditev 3.0.32. Ce je q # 1, potem je

1—q
sn—Zaq—a 1—g

Za |q| <1 je

1—¢q

> .
> aq' =
=0

Za |q| > 1 je geometrijska vrsta divergentna.
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Primer 3.0.33. Izracunajmo vsoto vrste

(1"

o~ (=1
g

Izrek 3.0.34 (Cauchyjev kriterij). Vrsta > 02 a, je konvergentna natanko
tedaj, ko za vsak € > 0 obstaja ng € N, da za vsak n > ng in vsak k € N
velja

[Sntk — Sn| = |an+1 + anga + -+ ansr| < e.

Izrek 3.0.35. Potreben, ne pa tudi zadosten, pogoj za komvergenco wvrste
2on—1an je

lim a, = 0.

n—oo

Definicija 3.0.36. Vrsta

i1—1+1+1+1+
n 2 3 4 7

n=1
se imenuje harmonicna vrsta.
Trditev 3.0.37. Harmonicna vrsta je divergentna.

Opomba 3.0.38. Pri harmoni¢ni vrsti je limn_mo% = 0, vendar vrsta ni
konvergentna. Pogoj lim a,, = 0 torej ni zadosten za konvergenco vrste.

Izrek 3.0.39 (Primerjalni kriterij). Naj za vrsti Y. a, in Y. b, velja 0 <
an < by, za vsak n € N.

e Ce je b, konvergentna, potem je tudi " a, konvergentna.
e Ceje Y a, divergentna, potem je tudi 3 b, divergentna.

Izrek 3.0.40 (Kvocientni kriterij). Naj bo Y ay, vrsta s pozitivnimi clen, in
naj obstaja

. Ap+41
lim

n—oo  q,

e Ce je q < 1, potem je vrsta konvergentna.
e Ce je g > 1, potem je vrsta divergentna.

e Cejeq=1, kriterij odpove.
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Izrek 3.0.41 (Korenski kriterij). Naj bo Y~ a, vrsta s pozitivnimi cleni in
naj obstaja

lim a, =q.

n—oo

e Ce je q < 1, potem je vrsta konvergentna.
e Ce je g > 1, potem je vrsta divergentna.
e Cejeq=1, kriterij odpove.

Definicija 3.0.42. Vrsta > a, je absolutno konvergentna, ¢e je konver-
gentna vrsta Y |a,|. Vrsta Y a, je pogojno konvergentna, Ce je konvergentna,
ni pa absolutno konvergentna.

Izrek 3.0.43. Vsaka absolutno konvergentna vrsta je konvergentna.

Definicija 3.0.44. Vrsta > a, je alternirajoca, e velja anany1 < 0 za vsak
n € N.

Izrek 3.0.45 (Leibnitzov kriterij). Ce je pri alternirajoci vrsti 3 a, za-
poredje absolutnih vrednosti {|ay,|} padajoce proti 0, potem je vrsta konver-
gentna.

Primer 3.0.46. Preverimo konvergentnost vrste

= (-

n=1 n

Ker velja % — 0 in % monotono pada, je vrsta konvergentna (pogojno).

Diskretne porazdelitve: normalizacija in matem-
aticno upanje

V tem poglavju normalizacija pomeni preverjanje, da se verjetnostna funkcija
(gostota) dejansko sesteje v 1. To je osnovni pogoj, saj mora vsota vseh
verjetnosti (pri diskretni spremenljivki) oziroma integral gostote (pri zvezni
spremenljivki) enaka 1, ker se mora dogodek z gotovostjo zgoditi v vzorénem
prostoru.
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Bernoullijeva porazdelitev Bern(p)

Gostota:

~1
flo) =P T p<p<t
1_p) $:07

Normalizacija:

Y. fla)=01-p)+p=1

z€{0,1}
Pricakovana vrednost:
E(X)= Y zf(x)=0-(1—-p)+1-p=p.
z€{0,1}

Opomba: Bernoullijeva porazdelitev je poseben primer binomske po-
razdelitve s parametroma n = 1 in p.

Diskretna enakomerna porazdelitev

Definicija 3.0.47. Naj bo A = {z1,x9,...,z,} koncna mnozica razli¢nih
realnih Stevil. Sluc¢ajna spremenljivka X, ki zavzame vrednost vsakega x; z
enako verjetnostjo %, se imenuje diskretno enakomerno porazdeljena. Njena
porazdelitvena funkcija je

P(X ::EZ') =

Opomba 3.0.48. Normalizacija je oCitna, saj velja

> PX=m)=3 —=1
i=1 i=1

Primer 3.0.49. Met pravicne kocke: X predstavlja stevilo pik na vrzeni
kocki. Potem .
P(sz:)za, k=1,2,3,4,5,6.

Trditev 3.0.50 (Matemati¢no upanje). Za enakomerno porazdeljeno sluca-

jno spremenljivko X na {x1,...,x,} je
E(X)=) zi-—=—Y =z
. n o n-*
=1 =1
Ce so vrednosti 1,2, ..., n, potem velja
1 n+1
E(X)= 5(1+2—|—-~+n): 5

kar doka"zemo z indukcijo.



Primer 3.0.51. Za met kocke je pricakovano stevilo pik

_1+42+34+4+546

E(X) .

Binomska porazdelitev Bin(n, p)

Gostota:

f(k):(z)pk(l_p)n_k7 k:0717"'?n'

Normalizacija (binomski izrek):

k=0

Pricakovano vrednost:

3.9.

i (Z)p"“(l —p)"F=@p+(1-p) =1

B(X) =Y k(}j)ﬂ“(l —p)" .
k=0

Opazimo identiteto k(}) = n(z:i) Vstavimo:

" (n—1\ ,_ 1) (h—
k=1

Zamenjajmo indeks j =k — 1:

E(X)=np.

Geometrijska porazdelitev Geom(p)

Gostota:
f(k) = (1—p)*'p,
Normalizacija (geometrijska vrsta):

o0 o0

k=1

Q-p*tp=p> (1-p)
m=0

k=1,2,...

m _

1

p

—(1-p)

=1.
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Pricakovano vrednost:
E(X)=) k(1-p)*'p.
k=1

Opazimo, da je 372 ; k(1 — p)*~! odvod po spremenljivki p od geometrijske
viste 302 —(1 — p)F = _1—(i—p) = —%. Ta odvod pa je enak

in tako dobimo



Chapter 4

Funkcije, odvodi in integrali

Grafi in osnovne lastnosti
Definicija 4.0.1. Graf funkcije f : D — R, D C R, je mnozica
I(f)={(z, f(z)): x € D} CR*.

Trditev 4.0.2. Funkcija f : D — R je injektivna natanko tedaj, ko vsaka
premica vzporedna z abscisno osjo seka njen graf najvec enkrat.

Trditev 4.0.3. Funkcija f : D — R je surjektivna natanko tedaj, ko vsaka
premica vzporedna z abscisno osjo seka njen graf vsaj enkrat.

Definicija 4.0.4. Funkcija f: D — R je
o soda, ¢e f(—x) = f(x) za vsak x € D, njen graf pa je simetricen glede
na ordinatno os;
o liha, ¢e f(—x) = —f(x) za vsak x € D, njen graf pa je simetricen glede
na izhodisce.
Opomba 4.0.5. Vecina funkcij ni ne lihih ne sodih.

Primer 4.0.6. Funkcija f(z) = 2?2 je soda, saj velja f(—z) = (—x)? = 22 =
f(x). Njen graf (parabola) je simetri¢en glede na ordinatno os.

Primer 4.0.7. Funkcija f(z) = 3 je liha, saj f(—z) = (-2)3 = —23 =
—f(x). Njen graf je simetrien glede na koordinatno izhodisce.

Primer 4.0.8. Funkcija f(z) = 22 +  ni niti soda niti liha. Za f(—z) =
(—2)? 4 (—x) = 2% — z, kar ni enako ne f(z) ne —f(z).

Primer 4.0.9. Funkcija f(x) = cos(z) je soda, ker cos(—z) = cos(z).
Funkcija f(z) = sin(z) pa je liha, saj sin(—z) = —sin(z).
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Monotone in omejene funkcije
Definicija 4.0.10. Funkcija f: D — R, D C R, je
o narascajoca, ¢e f(x1) < f(xg) za vse x1 < x9 iz D,
o strogo narascajoca, ¢e f(x1) < f(x2) za vse x1 < x2,
» padajoca, ¢e f(x1) > f(x2) za vse x1 < xa,
o strogo padajoca, ¢e f(x1) > f(x2) za vse x1 < x3.
Funkcija je monotona, ¢e je narascajoca ali padajoca.
Definicija 4.0.11. Funkcija f : D —>VR je mavzgor omejena, Ce obstaja
M € R, daje f(x) < M za vsak z € D. Stevilo M imenujemo zgornja meja.
Podobno je navzdol omejena, ¢e obstaja m € R, da je f(x) > m za vsak
z € D.

Funkcija je omejena, Ce je hkrati navzgor in navzdol omejena.

Primer 4.0.12. Funkcija f(z) = arctan(z) je strogo narascajoca, navzgor

omejena z 5 in navzdol omejena z —3.

Inverzne funkcije

Definicija 4.0.13. Naj bo f: D — R, D C R, injektivna funkcija. Potem
obstaja inverzna funkcija f~!: f(D) — D, ki zado$éa pogoju

U f(x) =2, xeD.

Primer 4.0.14. Ce je f(z) = 2z + 3, potem dobimo y = 2z + 3, od tod
x = yT_?’ Zato je inverzna funkcija f~1(y) = %3

Opomba 4.0.15. Graf inverzne funkcije f~! dobimo tako, da graf funkcije
f prezrcalimo cez simetralo lihih kvadrantov y = x.
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Polinomi in racionalne funkcije
Definicija 4.0.16. Polinom stopnje n je funkcija oblike

p(x) = apx™ + an_12" P -+ az+ag, an, #0.
Definicijsko obmocje polinoma je celotna mnozica R.

Izrek 4.0.17 (Osnovni izrek algebre). Polinom stopnje n ima natanko n
kompleksnih nicel, pri cemer so nekatere lahko veckratne.

Primer 4.0.18. Polinom p(z) = —23 4+ 3z + 2 ima ni¢le z = -2, z = 1 in
x =7. Ker je polinom tretje stopnje, ima natanko tri realne nicle.

Definicija 4.0.19. Racionalna funkcija je funkcija oblike
p(x
fla) = 22

q(x)
kjer sta p in ¢ polinoma in ¢(z) # 0. Definicijsko obmocje racionalne funkcije
je R\{z : q(x) = 0}.

Primer 4.0.20. Funkcija

)

2
z*(z +1)
ima nicle pri x = 0 in x = —1, pole pa pri z = £2.

Eksponentne in logaritemske funkcije

Definicija 4.0.21. Za a > 0, a # 1, je eksponentna funkcija
f(z) =a".

Najpogosteje uporabljamo osnovo e, tj. f(z) = e*.

Opomba 4.0.22. Eksponentna funkcija je strogo monotona: za a > 1
narasca, za 0 < a < 1 pada. Zaloga vrednosti je vedno (0, c0).

Definicija 4.0.23. Logaritemska funkcija je inverzna eksponentni funkciji
x — a” in jo oznac¢imo

flx) =log,(z), x>0,
Za osnovo a = e dobimo naravni logaritem f(x) = logx.

Primer 4.0.24. Velja log,(1) =0, log,(a) = 1. Na primer, log,(8) = 3.
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Trigonometri¢cne funkcije funkcije

Definicija 4.0.25. Osnovne trigonometricne funkcije so sinus, kosinus, tan-
gens in kotangens. Njihovo definicijsko obmocje razsirimo na vsa realna
stevila, razen tam, kjer so imenovalci enaki 0.

Primer 4.0.26. Velja identiteta sin?z + cos? 2z = 1, pa tudi tan’z + 1 =
1
cos?z”

Definicija 4.0.27. Inverzne trigonometri¢ne funkcije imenujemo ciklometricne
funkcije:
arcsin, arccos, arctan.

Definirane so na ustreznih intervalih, kjer so sinus, kosinus in tangens injek-
tivni.

Limita in zveznost

Definicija 4.0.28. Naj bo f: D — R, D C R. Stevilo A je limita funkcije
f v tocki xq, Ce za vsak € > 0 obstaja 6 > 0, da je

|f(z) — Al <e zavsak z € D, x # o, ko |z — zo| < 9.

Zapisemo
lim f(z)=A.

T—T0
Opomba 4.0.29. Limita funkcije v tocki x¢ ni nujno odvisna od vrednosti
f(zo). Mozno je, da

lim f(z) = f(xo), leH; f(x) # f(=xo), mlLIgl f(x) obstaja, a f(x¢) ni definirana.

T—TQ

Definicija 4.0.30. Funkcija f: D — R je zvezna v tocki xg, ¢e velja

Jim f(@) = f(ao).
Trditev 4.0.31. Ce je f : [a,b] — R zvezna in f(a)f(b) < 0, potem obstaja
xo € [a,b], da je f(zo) = 0.

Primer 4.0.32. Funkcija f(z) = 23 — x je zvezna na [-2,2]. Ker f(—2) =
—6 in f(2) = 6, iz izreka sledi, da obstaja xg € [—2,2], kjer je f(zp) = 0
(ni¢la pri x = 0).
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Odvod
Definicija in motivacija
Pri proucevanju funkcij nas zanima, kako se funkcija spreminja: ali njene
vrednosti narasc¢ajo, padajo, in kako hitre so te spremembe. Hitrost sprem-
injanja funkcije f(z) v odvisnosti od spremenljivke  opredelimo s pomodjo
odvoda.

Najbo f: (a,b) = Rin zg € (a,b). Ko se vrednost spremenljivke poveca
iz xg na xg + h, se vrednost funkcije spremeni za

f(zo+h) — f(zo).

Kvocient
f(zo+h) — f(z0)
h

imenujemo diferencialni kvocient. To je smerni koeficient premice skozi tocki

(20, f(w0)) in (o + R, f(z0 + h)).
Definicija 4.0.33. Ce obstaja limita

f(wo +h) — f(x0)
h Y

! — 1
f(@o) Hm
pravimo, da je f odvedljiva v xq, Stevilo f’(z¢) pa je njen odvod.

Primer 4.0.34. Izra¢unajmo po definiciji odvod f(z) = 22 + x:

() = Jim (x+h)?+ (z+h)— (2?4 )

=lim2z+h+1)=2z+1.
h—0 h h—0

Primer 4.0.35. Za f(r) = 2% (z > 0) zapisemo f(x) = ¢*1°8%, Potem po
veriznem pravilu
f(z) = 2"(logz + 1).

Tangenta

Definicija 4.0.36. Premico skozi (xg, f(z¢)) s smernim koeficientom f’(z)
imenujemo tangenta na graf funkcije f v tej tocki.

Primer 4.0.37. Za f(z) = 2% in 29 = 1 je f'(1) = 2. Tangenta v tocki
(L) jey=2(x—-1)+1=2z—1.
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Pravila za odvajanje
« (©'=0, (cf) =cf.
« (f+9)=f+d"

(fo) =rf'g+fq.

- (D) = flg I g 20,
(fo

)=( flog)-g.

Primer 4.0.38. Odvajajmo f(x) = sin(x?). Notranja funkcija je g(z) = 22,

zunanja h(u) = sin u.
f'(z) = B (g(x))g' (z) = cos(z?) - 2z = 2z cos(z?).
Primer 4.0.39. Naj bo f(x) = % Potem

20(x — 1) — (2 +1) 2> —22—1

f@) = (@ —1)2 T @1y

Tabela odvodov

(") =ra™t, (%) =€%, (a®) =da%loga, (logz) = 1 (sinz) = cosz,

Primer 4.0.40. Izracunajmo

%(log(sin z)) = nn 8T = cot x,

kjer je x € (0, 7).

Ekstremi in stacionarne tocke
Definicija 4.0.41. Ce je f'(x¢) = 0, pravimo, da je xq stacionarna tocka.

Izrek 4.0.42 (Fermatov). Ce ima f v xq lokalni ekstrem, potem je f'(xq) =
0.

Primer 4.0.43. Naj bo f(z) = 22% — 42+ 5. Potem f'(z) =4x —4=107za
x=1, f"(1) =4 > 0, torej ima f tam lokalni minimum f(1) = 3.

(cosz)’

= —sin.
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Primer 4.0.44. Za f(x) = 2° — 3z velja f'(z) = 322 =3 =3(z — 1)(x + 1).
Stacionarne tocke so x = +1. Ker je f”(—1) = —6 < 0, je v.—1 maksimum,
ker pa f”(1) =6 > 0, je v 1 minimum.

L’Hospitalovo pravilo

Izrek 4.0.45. Ce lim,_,, Zgg vodi v obliko % ali 32, potem

lim u(@) lim w(z)

T—a fU(Q;) T—a U’(gj)

)

ce desna limita obstaja.

Primer 4.0.46.

lim = lim =1.

=0 I z—0 1
Primer 4.0.47. | .

lim (8T _ i 1T g

r—00 r—oo ]

Integrali

Nedoloceni integral

Doslej smo znali za dano funkcijo f izracunati njen odvod f’. Sedaj se
vprasamo: katero funkcijo moramo odvajati, da bi dobili f?

Definicija 4.0.48. Naj bo f : (a,b) — R. Funkcijo F' : (a,b) — R, za
katero velja
F'(z) = f(x) za vsak z € (a,b),

imenujemo nedoloceni integral funkcije f. Oznac¢imo:
F(z)= /f(x) dx.

Izrek 4.0.49. Ce je F nedoloceni integral funkcije f, potem je tudi F + C
nedoloceni integral funkcije f za poljubno konstanto C' € R. Vsak nedolocens
integral funkcije f je take oblike.

Primer 4.0.50.

/2a:da::x2+C, /cosmda::sinx+0.
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Tabela osnovnih integralov

e 1
" dp = 1 Sdr =1
/m dx n—|—1+C (n # —1), /xda; og |z| + C,

/exdx:ex—i—C, /axdm: a +C, a>0,a#1,
loga

/sinxd:v:—cos:c—i—C, /cosxdaczsinx—kC.
Primer 4.0.51.

1
/7da: = arctanz + C, dx = arcsinz + C.
1+ 22

[ 5=

Pravila za integriranje

. /(f(x)—i—g(:r))d:c:/f(x) d:v—I—/g(:v) dx.
. /k:f(x)d:v:k/f(:n)d:c

o (Menjava spremenljivke) Ce je x = x(t) odvedljiva funkcija, potem
[ t@yda = [ @) ar

(Integracija po delih) Ce sta u,v odvedljivi funkciji, potem

/udv:uv—/vdu.

Primer 4.0.52 (Menjava spremenljivke).

/2:r cos(z?)dz, u=2x? du=2zdr = /cosudu = sinu+C = sin(z?)+C.
Primer 4.0.53 (Integracija po delih).

/xex dx, wu=u=z, dv=e"dr.
Dobimo du = dz, v = €%, zato

/:cexda::xer—/exdm: (x —1)e* 4+ C.
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Doloceni integral

Definicija 4.0.54. Naj bo f : [a,b] — R zvezna funkcija. Potem definiramo

/ab Fa)de = Tim 3" F€) @k — o),

é
max §;—0 el

kjer je a = xg < - -+ < x, = b delitev intervala in & € [zx_1, zk].

Izrek 4.0.55. Ce je f zvezna na [a,b], potem je f integrabilna.

1 1
3
0 0

Primer 4.0.56.

Lastnosti dolo¢enega integrala
o [)f(z)de =~ [ f(x)da.
o [0 f(z)de=0.

o [J(f(@)+g@) de = [} f(z)dx+ [} g(x)da

« Ce f(x) < g(x) na [a,b], potem [ f(z)dx < [} g(x) dx

Izrek 4.0.57 (Izrek o povpreéni vrednosti). Ce je f zvezna na [a,b], potem

obstaja & € [a,b], da
1 b
= b—a/a f(z)dx

1 (/7 2
—/ sinzdx = —.
7 Jo T

Torej obstaja & € [0, 7], kjer siné = 2.

Primer 4.0.58.

Osnovni izrek analize

Izrek 4.0.59. Naj bo f :[a,b] — R zvezna. Potem je

:/:f(t)dt

odvedljiva in velja F'(z) = f(z).
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Izrek 4.0.60 (Newton-Leibnitzova formula). Ce je G nedoloceni integral
funkcije f, potem

/abf(a:) dx = G(b) — G(a).

Primer 4.0.61.

/2 w/2
/ cosxd:ﬁ:sinm‘ =1.
0 0

Posploseni integrali
Ce f ni omejena ali interval ni konden, integral razumemo kot limito.

Primer 4.0.62.

oo 1 M 1 1M
/ — dz = lim —dr = lim <_’ >:1,
1 i M—oo J1 x M—00 1

Primer 4.0.63.
1
) _9
1>

| 11
/(] \/E v si%l‘* € \/5 v eirél"' ( \/E

Uporabe dolocenega integrala

« Ploskovina pod grafom:
p= /  Fw) d.
« Ploskovina med grafoma:
P= [ - g@)de, 1) 2 0)

e Dolzina loka: )
3:/ J1+ (F(2))? de.

Primer 4.0.64 (Ploskovina med grafoma).

‘@ maydr= [ 2] 211 1
o TP =y Ty T3 T 2T T

Ploskovina je .



Primer 4.0.65 (Dolzina loka). Za f(z) = 322 na [0, 1] je

52/01\/1+(f’(x))2da::/01 V1+22de.

Zapisemo

/mdfﬁ = 3(zV1+22 +log(e + V1+2?2)) + C.

45
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Chapter 5

Uporaba funckij, odvoda in
integrala v statistiki

Negativna binomska NegBin(r, p)

Gostota:
r—1 T—r, T
L R S [T e S N
Normalizacija:
X (zx—1 X (m+r—1
1— T—r T _ T 1— m'
;(T_l( T = Y (A
= m=0

To je znana potencéna vrsta:

= (m+r—1Y\,, 1
= < 1.

m=0

Za g =1 — p dobimo
1 1

) T

Pricakovano vrednost:

To lahko vidimo na dva nacina:

o kot vsoto r neodvisnih geometrijskih spremenljivk (linearizacija up-
anja),

o ali z direktno uporabo vrste in identitete za >, x(fj)(l —p)¥T.
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Hipergeometrijska Hyp(NV, K,n)

Gostota:

(5) (=)
)

To porazdelitev ze srecali pri

Normalizacija:

2(2)(025)- () = g

Pricakovano vrednost: Vsak izmed n izbranih elementov ima verjetnost
%, da je "slab". Z uporabo indikatorjev dobimo

f(z) = r =max{0,n — (N — K)},...,min{K,n}.

K
E(X)=n—.
(X)=nk
Poissonova porazdelitev Pois()\)
Gostota: 3@
f(z) =e? o z=0,1,2,...
Normalizacija:

Ze

Pricakovano vrednost:

e_’\i&:e_)‘-eAzl
x! '
=0

Z$6_)‘)\

Pisemo m = /\()‘ 1 in dobimo

oo /\xl

‘AAZ

Tukaj pride se vse zvezne in varianca

e M\ i A et = A
—, m! ’

m
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Funkcije dveh spremenljivk

Definicija in osnovni primeri

Definicija 6.0.1. Realna funkcija dveh spremenljivk je preslikava
f:D—R, DCR?

ki vsaki tocki (x,y) € D priredi realno stevilo f(z,y).

Primer 6.0.2. Vsaki tocki na Zemlji priredimo zemljepisno dolzino in Sirino.
Preslikava f, ki vsaki tocki priredi nadmorsko visino, je funkcija dveh spre-
menljivk.

Primer 6.0.3. Digitalna slika (grayscale) je funkcija f(x,y), ki vsakemu
piksu priredi vrednost v intervalu [0, 1], kjer 0 pomeni ¢rno in 1 belo.

Primer 6.0.4. Povrsina pravokotnega plocevinastega kosa je funkcija f(a, b) =
ab, kjer a in b predstavljata dolzino in Sirino plocevine.

Graf in izoérte

Definicija 6.0.5. Graf funkcije f : D — R, D C R?, je mnozica

L(f) = {(z,y, f(z,y)) : (x,y) € D} CR?,
kar predstavlja ploskev v prostoru.

Definicija 6.0.6. Izocrte funkcije f : D — R so krivulje v D, kjer je
f(z,y) = ¢ za neko konstanto c.

49



50 CHAPTER 6.

Primer 6.0.7. Za f(z,y) = 2% + y? so izo¢rte koncentri¢ne kroznice.

Primer 6.0.8. Za f(x,y) = x — y so izoCrte vzporedne premice oblike
xT—y=c

Zveznost

Definicija 6.0.9. Funkcija f : D — R, D C R?, je zvezna v tocki (zg,%0) €
D, ¢e za vsak € > 0 obstaja § > 0, da velja

f(2,9) — Fleoyo) <e e je /(@ —20)2 + (y — y0)? < 6.

Parcialni odvodi

Definicija 6.0.10. Parcialni odvod funkcije f(z,y) po = v tocki (x,y) je

e B
Podobno po y:
Primer 6.0.11. Za f(x,y) = log(z + zy + y*) dobimo
_ 1+y oty
fx(x’y)_x+:ny+y2’ fy(wvy)—erxijin

Primer 6.0.12. Ce f(z,y) = 2%y + 3, potem
fo=2xy,  fy=a+3y"

Diferencial

Definicija 6.0.13. Ce je f diferenciabilna v (a,b), potem velja
fla+hb+k) = f(a,b) + fo(a,b)h + fy(a,b)k + o(V/h2 + k2).

Linearna aproksimacija

df = fz(a,b)dz + fy(a,b)dy
opisuje tangentno ravnino grafa f v (a,b).



o1

Verizni zakon

Naj bo z = z(u,v), kjer u = u(x,y) in v = v(z,y). Potem
Zp = ZyUg + ZyVg, Zy = Zyly + ZyUy.
Primer 6.0.14. Naj bo z = u?logv, u = %, v = zy. Potem

2
U

Zz = 2ulogv - uy + — - vg.
v

Visji odvodi in Hessejeva matrika

Definicija 6.0.15. Za f : D — R, D C R?, so parcialni odvodi drugega
reda:

fzxa fyyv fxyy fyoc~
Matrika
H(z,y) = ;rwgi7y) fay(2,y)
v (T,Y)  fyy(z,9)
se imenuje Hessejeva matrika.
ry? —
22 +1

Primer 6.0.16. Za f(z,y) =
triko

v (1,0) izracunamo Hessejevo ma-
10 0
|0 1

Ekstremi funkcij dveh spremenljivk

0 0
H(1,0) = [0 2
2

Definicija 6.0.17. Tocka (a,b) je stacionarna, ¢e fi(a,b) = fy(a,b) = 0.

Izrek 6.0.18. Ce je det H(a,b) > 0 in fii(a,b) > 0, je v (a,b) lokalni
minimum. Ce je det H(a,b) > 0 in fiz(a,b) < 0, je lokalni maksimum. Ce
je det H(a,b) < 0, je (a,b) sedlo.

Primer 6.0.19. Naj bo f(z,y) = 222 +y—2zy—3z—3. Resimo f, = f, = 0

fo=dw-2y=-3=0, fy=1-20=0= (2,9)=(3,7)
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Vezani ekstremi in metoda Lagrangevih multiplikatorjev

Definicija 6.0.20. Za ekstrem funkcije f(z,y) pod pogojem g(z,y) = 0
definiramo

F(x7y7 )‘> = f(xay) + )\g(x,y)

Stacionarne tocke F' so kandidati za vezane ekstreme.

Primer 6.0.21. Naj bo f(z,y) = 2+ 2y, g(z,y) = 22 + y*> — 5 = 0. Potem
F(z,y,\) =z + 2y + M2 + 52 — 5).

Izracunamo 0, F = 0yF = 0\F = 0 in dobimo kandidate.

Dvojni integrali

Definicija 6.0.22. Za f: D — R, D C R?, je dvojni integral

//D f(z,y) dzdy = p(éiﬁlﬁ()% f (@, yr)p(Dy).

|| r@wdzdy = | ’ ( /g ?()) f(z,9) dy> dz.

Primer 6.0.23.

1 1 1y 1
// :cydxdy:/ (/ xydy)da::/ —dxr = -.
[0,1]x[0,1] 0 0 0o 2 4



