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UvVOD

Naloge na naslednjih straneh so bile na pisnih izpitih v studijskih le-
tih 2019/20-2024/25 pri predmetu Matematika 2, ki je obvezni predmet za
Studente, vpisane na visokosolski dodiplomski studijski program Elektoteh-
nika, na Univerzi v Ljubljani.



KOLOKVI1J iz MATEMATIKE II
Visokosolski studij

25. 5. 2020

1. [10T] Dolocite ploscéino trikotnika z ogliséi A(1,0,0), B(0,1,0) in
C(0,1,1).

Ploscino trikotnika v prostoru najlazje dobimo iz vektorskega produkta

dveh stranic: .
et

[zracunajmo vektorja stranic:
AB=B—A=(0—-1,1-0,0-0) = (~1,1,0),
AC=C—A=(0-1,1-0,1-0)=(-11,1).

Sedaj izracunamo vektorski produkt:

i j k
ABXAC =|-1 1 0] = (1-1-0-1, —((=1)-1=0-(=1)), (=1)-1=1:(=1)).
-1 1 1

Torej

AB x AC = (1,1, 0).

Njegova dolzina je
10.1.0)] = VIE+ 2502 = V2.

Zato je ploscina trikotnika

Kratek geometrijski komentar: tocki B in C' imata enaki prvi dve
koordinati, razlikujeta se le v z, zato je |BC| = 1. Visina iz A na
premico BC je razdalja od A(1,0,0) do premice skozi B(0,1,0) v smeri
(0,0,1), kar je

V(I =02+ (0-12=V2,
in zato je P=3-|BC|-h=3-1-1/2= ‘/75



2. [15T] Dolocite obmocje konvergence potencéne vrste

Z (=" (x +2)".

n
n=2
To je potencna vrsta s srediséem pri g = —2 in koeficienti
(=1)"
n— -
n

Najprej dolo¢imo polmer konvergence R (npr. z razmernostnim krite-
rijem):

L TS

D] e

= lim ’
Torej je polmer konvergence

R=1.
Zato vrsta absolutno konvergira za

lt+2/ <1 <= -3<z<-1

Robni tocki. Treba je Se preveriti z = —3 in z = —1.

(i) © = —1: tedaj je (x +2) = 1 in dobimo

= (=1)" = (~1
S g U

n=2 n=2

To je alternirajo¢a harmonicna vrsta (brez prvih nekaj élenov), ki kon-
vergira po Leibnizovem kriteriju (1/n pada proti 0). Absolutno pa ne
konvergira, ker Y 1/n divergira. Torej pri x = —1 konvergira (po-
gojno).

(1) v = —=3: tedaj je (r+2) = —1in

>ELCy-31

n=2 n=2

kar divergira (harmoni¢na vrsta).

Skupaj:

Obmocje konvergence je (—3, —1].




3. [15T] Resite diferencialno enacbo
y'+2) +y=0
pri pogojih y(0) =1 in y(1) = 0.

Gre za linearno homogeno enacbo s konstantnimi koeficienti. Nare-
dimo nastavek y = e*®, dobimo karakteristiéno ena¢bo

MA422+1=0 <= \+1)2=0.
Imamo dvojno lastno vrednost A = —1, zato je splosna resitev
y(r) = (A+ Bx)e™ ™.
Uporabimo robna pogoja.

Iz y(0) = 1 sledi
(A+B-0)e’=A=1.

Iz y(1) = 0 dobimo
(1+Be'=0 = 1+B=0 = B=-1.

Zato

ya) = (1 —z)e ™.

Hitri pregled:

Y= (=) ) = (e 4 (L= p)(e ) = (e -2,
"= %((m — 2)6_“) =l-e+(x—-2)(—e")=(3—1x)"

Potem
V' +20 +y=0B8—x)e " +2(x—2)e "+ (1—2)e® =0.

4. [20T] Temperatura na kovinski ploséi oblike elipse

ZL‘2 y2
“ 4+l <
T+t <

je f(z,y) = z+y+ 3. Kje je temperatura najvecja?

Ker je f linearna, maksimum na kompaktni elipsi nastopi na robu

2

T
— =1
4+

2
y
g(z,y) = 9



Uporabimo Lagrangeeve multiplikatorje: V f = AVg.

Vf=(1,1), Vg= (3“" Qy).

)
Torej
T 2y
1.H)Yy=M[=
L =x(3%),
kar da sistem
2y
1=X=, 1=)-=2.
9
Od tod
2 9
T = — —.
) y 2)\

Vstavimo v pogoj elipse:
1 22+1 9 2_1_%9 _ B
4\ 9\2\/) A2 4N2 4N

13 N V13
4 2
Torej dobimo dve robni tocki:

Zato
)\2

o V3.4 9
2 13’ V13’
V13 4 9
A=r— 1 =, yY=——.
2 13 V13

Kerje f=x+y+ 3, je

o) = +3= VB 43

V13'V13) V13
4 9
(v )~ VB

Najvecja temperatura je zato v prvi tocki.

Maksi _ ( 4 9
aksimum je v | —, —
) V137 /13

)nq@mwzs+VB.




5. [20T] Naj bo

A:

O ==
o O = =
e )

Izracunajte vse lastne vrednosti in dolocite lastni vektor, ki pripada

najvecji lastni vrednosti.
Izra¢unamo karakteristiéni polinom p(A) = det(A — AI):

1—-A 1 0
A— N = 1 1—A 1
0 0 1—A

Ker ima matrika v tretji vrstici samo en nenic¢eln element, lahko raz-
vijemo determinanto po 3. vrstici (ali opazimo blokovno strukturo):

det(A — AT) = (1 — \) det (1IA 1iA).

Zdaj

1-x 1
det( ) 1_)\):(1—)\)2—1:)\2—2>\:>\()\—2).

Torej
p(A) = (1= X)ANA—=2).

Lastne vrednosti so

A e {0,1,2}.

Najvecja lastna vrednost je 2.

Pois¢imo lastne vektorje za A = 2:

-1 1 0
(A-20w=0, A-20=[1 -1 1
0 0 -1
Naj bo v = (z,y,2)T. Sistem je
—x+y=0, r—y+z=0, —z=0.

Iz tretje sledi z = 0, iz prve y = x, druga je potem avtomatsko izpol-
njena. Torej
v=ux(1,1,0).

Za Amax = 2 je lastni vektor poljubni v = a(1,1,0), a € R\ {0}.




KOLOKVI1J iz MATEMATIKE II (25. maj 2020)
druga verzija

1. [10T] Izracunajte presecisce premice p in ravnine = +y + z = 0, Ce

premica p poteka skozi tocko (1,1,1) in je njen smerni vektor (1,0, 0).

Premica skozi tocko Py = (1,1,1) s smernim vektorjem ¢ = (1,0,0)
ima parametri¢no obliko

p(t)=Fo+tv=(1,1,1) +¢(1,0,0) = (1 +1¢, 1, 1).

Torej
r=1+1, y=1, z=1.

Presecisce z ravnino x 4y + z = 0 dobimo tako, da vstavimo v enacbo
ravnine:

1+t)4+141=0 = t+3=0 = t=-3.

Koordinati presecisca:

pN{z+y+2z=0}={(-2,1,1)}.

Komentar: ker je smerni vektor (1,0,0), se po premici spreminja le
koordinata x, y in z pa ostaneta konstantni enaki 1.

. [15T] Razvijte funkcijo f(z) = 2, podano na intervalu [, 37|, v Fou-
rierovo vrsto. Odgovor utemeljite z ra¢unom.

Na intervalu dolzine 2L zapiSsemo Fourierovo vrsto v obliki

f(z) ~ % + ; (an cos —mr(:z— J + by, sin —mr(xL— C)> :
kjer je interval [c — L,c + LJ.
Tukaj je
[7,37] = [2m — 7, 27 + 7],
zato je c =27 in L = T.
Koeficienti so

1 [t IR 1 1
apg = — flz)dx = — 2dr=— 231 —m) = — -4 =4,
L J._p T ), U

™



torej je konstantni del % = 2.

Zan>1:
1 [tk nm(x — c) e
=7 /CL f(x) cos de = ;/ﬂ 2 cos(n(z — 2m)) du.
Ker je [ cos(n(z — 2m)) dz = + sin(n(z — 2m)), dobimo
2 1. 3m 2 . .
an ==~ [sm(n(gj - QW))L = %(sm(mr) — sm(—mr)) =0.
Podobno
1 [ett . nw(x —c) 2 [°"
b, = - /CL f(x) sin ———— dx = ;/ﬂ sin(n(z — 2m)) d

in ker je primitivna funkcija —2 cos(n(z — 27)), sledi

b, = z. (—l) [cos(n(x - 27T))i|37r = —i(cos(mr) — cos(—nm)) = 0.

™ n ™ ™

Zato je Fourierova vrsta enostavno

f(x) =2 in Fourierova vrsta je 2.

Komentar: ker je funkcija konstantna, je njena povpreéna vrednost 2,
vsi ostali (sinusni in kosinusni) ¢leni pa odpadejo.

. [15T] Resite diferencialno enacbo
v+ 4y +4y =0
pri pogojih y(0) =1 in y(1) = 0.
Nastavimo y = e*. Dobimo karakteristicno enac¢bo
Mrar+4=0 <= (\+2?2=0.
Gre za dvojno nic¢lo A = —2, zato je splosna resitev
y(x) = (A + Bx)e .
Uporabimo robna pogoja.

Iz y(0) = 1:
(A+B-0)’"=A=1.



Iz y(1) = 0:
(1+B)e?=0 = 1+B=0 = B=-1.

Torej

y(@) = (1 —z)e ™.

Hitri pregled: vstavljanje v enacbo da res 3" + 4y’ + 4y = 0, ker gre za
standarden primer dvojne resitve.

. [20T] Temperatura na kovinski ploséi oblike elipse

2

T 2
4+y_

je podana s funkcijo f(x,y) = x+3y+1. Kje je temperatura najvecja?

Ker je f linearna, maksimum na kompaktni elipsi nastopi na robu
2

e
g(z,y) = Z+y2= 1.

Uporabimo Lagrangeeve multiplikatorje: V f = AVg.

Vf=(1,3), Vg= (% 2y>.

Zato "
1,3) = A (-, 2 ) ,
(1,3) 52y
torej

xX 2 3
1=\= = — 3=X-2 = —,
)\2:>a: N Yy =y N

Vstavimo v pogoj elipse:
L2V (31,9 13
4 \\ 20 A2 4N2 42

13 V13

N=" = A=+,

Od tod

Za \ = @ dobimo



Za negativno A\ dobimo nasprotno tocko.

Ker je f = x 4+ 3y + 1, najvecjo vrednost dobi tam, kjer sta x in y
pozitivna:

Maksimum je v <

(Vrednost maksimuma je fp.x = 1+ % + \/% =1++13))

. [20T] Pri kateri vrednosti parametra k € R ima sistem

r+2y+z2=1,
TH+y+22=2,
r+y+kz=-1

neskoncno reSitev? Za izracunani k zapiSite vse resitve.

Sistem ima neskonéno resitev natanko tedaj, ko velja

rank(A) = rank(A|b) < 3,

kjer
1 21 1
A=111 2], b=| 2
11 k -1

Najprej odstejmo prvo vrstico od druge in tretje (elementarne opera-
cije ne spremenijo ranga):

Ry <+ Ry— Ry : (O,—l,l ’ 1), Rs <+ Rs— Ry : (0,—1,/{3—1 | —2)
Zdaj odstejmo novo drugo vrstico od tretje:
R3%R3—R21 (0,0,]1’-2‘—3)

Dobimo ekvivalenten stopnicast sistem:

r+2y+z2=1,
_y+Z:17
(k—2)z =-3.

Analiza.

o Ce k # 2, potem je iz tretje enacbe z = enoli¢no dolocen,

nato tudi y in x. Sistem ima zato natanko eno resitev (ne ne-
skon¢éno mnogo).



e Cek =2, tretja enacba postane 0 = —3, kar je protislovije. Sistem
nima resitev.

Zato ni nobene vrednosti k, pri kateri bi sistem imel neskonc¢no resitev.

’Sistem nima neskon¢no mnogo resitev za noben k € R.

Dodatek (da je jasno, kaj se zgodi):

za k # 2 je reSitev enoli¢na, za k = 2 pa resitev ni.



IZPIT iz MATEMATIKE II
Visokosolski studij

15. junij 2020

1. [10T] Poiscite k € R, tako da bosta vektorja (2,1,1) in (—3, k, —%)
vzporedna.

Dva nenicelna vektorja « in v sta vzporedna natanko tedaj, ko obstaja
A€ R, daje
U= A

Sl

Naj bo
3
i=(2,1,1), &= (—3, k:,—§).

Potem mora veljati

(=3, k,—3) = X(2,1,1) = (2A\, )\, \).

2

Primerjamo komponente:

3
2 =-3 = A=—.
2
Tretja komponenta potem da
3
A= —=,
2
kar se ujema z —% v U, zato je pogoj skladen. Iz druge komponente
dobimo 3
E=X=—-—.
2
3
k=——.
2

Opomba: enakovredno bi lahko zahtevali, da so razmerja komponent
enaka:

-3k —3/2

2 1 1
od koder spet sledi k = —3.



2. [12T] Poiscite vse resitve sistema

r+y+z2=0,
3y + 6z = 3,
x+2y+4z = 1.
Najprej poenostavimo drugo enacbo:
3y+6z2=3 —= y+2z=1 = y=1-2z
Vstavimo v prvo enacho:
r+(1-22)42=0 = z24+1—-2=0 = zx=z-1
Sedaj vstavimo z = z — 1 in y = 1 — 22 v tretjo enacbo:
(z—1)+2(1 —22)+42=1.
Izracun:
z—142—-424+42=1 = z+4+1=1 = 2z=0.

Od tod
y=1-2.0=1, 2=0-1=—1

(x,y,2) = (—1,1,0).

Komentar (enolicnost): Ker smo dobili natanko eno vrednost z, sledi
enoli¢na resitev. (Tudi determinanta koeficientne matrike je nenicelna.)

3. [15T] Razvijte funkcijo f(z) = 3, podano na intervalu [0, 1], v sinu-
sno Fourierovo vrsto. NariSite tudi graf funkcije, dane s to sinusno
Fourierovo vrsto.

Sinusna Fourierova vrsta na [0, 1] ima obliko
00 1
flz) ~ Z b, sin(nmz), b, = 2/ f(x)sin(nrx)1de.
n=1 0
Ker je f(z) = 3, dobimo

= %(1 — cos(nm)).

1 _ 1
b, = 2/ 3sin(nmx) dr = 6 {Ml 0
0 0

nm



Ker je cos(nm) = (—1)", sledi
n
b, = —(1 — (-1 )

nm

Torej je sinusna vrsta

3~ i M sin(nmz), z e (0,1).

nm
n=1

Ker je 1 — (—1)" = 0 za sode n in = 2 za lihe n, lahko to zapisemo
tudi kot vsoto po lihih n = 2m — 1:

3~ Z ﬁ sin((2m — 1)7z).

m=1

Graf funkcije, ki jo predstavlja sinusna vrsta. Sinusna vrsta na
[0, 1] ustreza lihi 2-periodiéni razsiritvi funkcije f(x) = 3:

3, x€(0,1), .
F(x) = F(x+2)=F(x).
(@) {_3’ ey, WPt =F@
Zato je graf kvadratni signal z amplitudo 3 in periodo 2:

F(z) =3 na (0,1) + 2Z, F(x) = —3na (—1,0) + 2Z.

Na tockah z € Z (kjer ima razsiritev skoke) Fourierova vrsta konvergira
k srednji vrednosti, tj. k 0.

. [20T] Letalo se spusca iz tocke (—1,—1,2) proti pristajalni stezi, ki

lezi na ravnini z = 0. Letalo se spus¢a po premici v smeri vektorja

(1,1, —1).

(a) V kateri tocki se dotakne ravnine z = 07

(b) Kaksen je kot med premico (smerjo letala) in ravnino z = 07

(a) Presecisce s ravnino z = 0. Premica ima parametricno obliko
0ty =(-1,-1,2) +t(1,1,-1) = (=1 +¢t, =1 +¢t, 2 —1).

Letalo pristane, ko je z = 0, torej

2—t=0 = t=2.



Tocka pristanka je

(=142, =1+2,2-2)=(1,1,0).

Letalo bi se dotaknilo steze v tocki (1,1,0).

(b) Kot med premico in ravnino. Naj bo § = (1,1,—1) smerni
vektor premice, normalni vektor ravnine z = 0 pa je

ii = (0,0, 1).

Kot a med premico in ravnino je komplement kota med premico in
normalko:
a=90°—4,

kjer je 6 kot med vektorjema s in 7.

Kot med vektorjema dobimo iz skalarnega produkta:

5.1 1.1.—-1)- 1 -1
cosf = son_ (1,1,-1)(0,0.1) = —,

ISl 212+ (121 V3

Torej je

0 accos( 1 )
= ar —— .
V3

Zato je iskani kot med premico in ravnino

s~ 5)
Q@ — — — arccos{ ———= | .
2 V3

Ker velja arccos(—u) = m — arccos(u), dobimo lepso obliko:

o= () o)

To je negativno, ker smo racunali orientiran kot; za navaden geome-
trigski kot vzamemo absolutno vrednost. Bolj standardno: kot med
premico in ravnino je

_ B , ( 1)
SIn o = = —= — = arcsin| —— | .

V3

1
o = arcsin| — | ~ 35.26°.
(ﬁ)




5. [23T] Resite diferencialno enacbo

y" + 4y’ + 4y = cosx + sinx.

1) Homogeni del. Najprej resimo homogeno enac¢bo
y' 4+ 4y + 4y = 0.
Nastavek y = e** da
N4+AA+4=0 <<= (A+2)?2=0.

Zato je

yn(r) = (A + Bx)e .

2) Partikularni del. Ker je desna stran cosz + sinz, poskusimo z
nastavkom
yp(z) = Ccosx + Dsinx.

Odvodi:

"— _Csinx + Dcoszx "= —Ccosx — Dsinz.
p ? p

Vstavimo v levo stran:

y, + 4y, + 4y, = (—Ccosz — Dsinz) + 4(—Csinx + Dcosx) + 4(C cosz + Dsinx)
= ((—C) +4D +4C) cosz + ((—D) — 4C 4+ 4D) sinx
= (3C +4D)cosz + (3D — 4C) sin .

To mora biti enako cos x + sin x, zato dobimo sistem

3C+4D =1,
—4C'+ 3D = 1.
Resimo ga. Pomnozimo prvo z 3 in drugo z 4:
9C' + 12D = 3, —16C' + 12D = 4.
Odstejemo:
1
(9C - (-16C)=3-4 = 25C=-1 = C(C= T

Vstavimo v 3C +4D = 1:

1
3<—%>+4D:1 — 4p—1+o-® . p_ T



Torej

1 7.
yp(x) = 55 cosz + % sin x.

3) Splosna resitev. Skupaj:

1 7
y(x) = (A + Bx)e * — o7 COST + % sin z, A BeR.




IZPIT iz MATEMATIKE II
Visokosolski studij

29. junij 2021

Prve tri naloge so standardnega tipa in vredne vsaka 25 tock.
Zadnjih pet nalog je izbirnega tipa, pri ¢emer je pravilen natanko en odgo-
vor, ki prinese 5 tock, nepravilen pa minus 1 tocko. Neodgovorjena naloga
prinese 0 tock, obkrozen vec¢ kot en odgovor pa minus 1 tocko. Odgovorite
tako, da obkrozite ¢rko pred pravilnim odgovorom.

1. [25T]
Poiscite resitev diferencialne enacbe
y/ . y — [E26$
T

pri zatetnem pogoju y(1) = 0.

Resitev: Najprej poiséemo resitev homogenega dela

y—2=0
x
in dobimo % = df in po integriranju dobimo resitev y, = zC. Z
variacijo konstante dobimo partikularno resitev y, = xC(z). lzraz
y;, — y;” = 22e® se poenostavi v

C'(z) = ze®,

torej C'(xz) = [ xe”, integracija per partes nam da
/acsina: =...=—xcosr +sinx,

torej je resitev enaka xC + xe®(—1 + z), ko upoStevamo Se zacetni
pogoj dobimo C' = 0, kar pomeni, da je nasa resitev enaka y(x) =
ze*(—1+ x).

2. [25T] Poiscite pravokotno projekcijo tocke T'(1,2, —1) na ravnino, ki
ima normalo enako 77 = (5,11,4) in poteka skozi tocko A(—3,2,4).

Resitev: tocka T lezi na ravnini, tako da je projekcija tocke T na
ravnino enaka 7.



3. [25T] Kovinsko cev v obliki elipse 2 + % = 1 pustimo na soncu in
izmerimo, da je temperatura v tocki (x,y) enaka x + % + 50 stopinj
Celzija. Koliko je najvecja dosezena temperatura na cevi in v kateri
tocki je dosezena? Koliko je najmanjSa dosezena temperatura in v
kateri tocki je dosezena?

Resitev: Lagrangeova funkcija je F'(x,y, ) = x+%+50+/\(x2+%—1).
Resitev enacb F, = F;, = I’y = 0 je enaka

1

3
24/ %

T =Y =

ter
1

-
24/%

To2 = Y2 = —

V tocki (x1,y1) je dosezen maksimum, v tocki (z2,y2) pa minimum.

4. [5T] Koliko je resitev diferencialne enacbe y” + 6y’ 4+ 9y = 0, z danimi
zaCetnimi pogoji y(0) = 0 in ¢/(0) = 17

a) e b)ze ™ ¢) =3 d) —3ze” e) —3e”

5. [5T]
Koliko je rang matrike
2 21
5 2 117
2 2 2

a)0 b)1 ¢)2 d)3 e)4

6. [5T]

Kateri izmed spodnjih intervalov je obmocje konvergence potencne

vrste
> (z+1)"
I
a) [=2,0) b) (=2,0] ¢) (=2,0) d)[0,2) e)(0,2]
7. [5T)

Koliko mora biti konstanta a, da bosta vektorja (1,2, a) ter (—2, —4, —6)
vzporedna?
a)0 b)1 ¢)2 d)3 e)4



8. [5T]

Katera izmed spodnjih tock je stacionarna tocka funkcije

[z, y) = In(2z + 2y + y*)?

a) (0,1) b) (1,=1) ¢) (2,=-1) d) (3,-2) ¢) (4,-2)




Resitve: IZPIT iz MATEMATIKE II (29. junij 2022)

1. [25T] Za katere k € R ima sistem vsaj eno resitev?

dr +y—32 =9,
kx + 2y + 3z = 2,
r—y—2z=1.

(a) Pogoj za obstoj resitev.

Naj bo matrika koeficientov in desna stran

4 1 =3 9
A=k 2 3], »=[2
1 -1 -2 1
Sistem ima enolicno resitev, ¢e det(A) # 0. Izracunajmo determi-
nanto:
2 3 k3 k2
det(A):4‘_1 _2’—1‘1 _2‘+(—3)‘1 _1’
(2-(=2)=3-(-1)) = (k- (-2) =3-1) =3(k- (-1) —2-1)
443

=4 ) —

= 4(~4+3) — (—2k — 3) — 3(—k — 2)
— 4(=1) + (2k + 3) + (3k + 6)
5k 4+ 5

=5(k+1).
Torej det(A) = 0 natanko pri k = —

Za k # —1 ima sistem natanko eno resitev (zato zagotovo vsaj eno).

Preverimo primer k = —1. Tedaj je sistem

dr +y—32=09,
—r+ 2y + 32 =2,
r—y—2z=1.

Iz tretje enacbe dobimo z =1 + y + 2z. Vstavimo v prvo:
41+y+22)+y—32=9 — 4+5y+52=9 = y+z2=1.
Vstavimo v drugo:

—(14+y+22)+2y+32=2 = —1+y+2z=2 = y+2=23,



kar je protislovje. Zato pri £ = —1 ni resitev.

Sistem ima vsaj eno resitev natanko za k € R\ {—1}.

(b) Resitev za k = 3.

Za k = 3 je sistem
dor+y—32=09,
3T+ 2y + 3z = 2,
r—y—2z=1.

Iz tretje: © =14y + 2z. Vstavimo v prvo:
A(14y+22)+y—32=9 — 44+5y+52=9 = y+z2=1 = y=1-=z.

Potem
r=1+(1—-2)4+2z=2+=z

Vstavimo v drugo:

3
3(242)+2(1—2)+32 =2 = 6+3242-22432=2 = 8+42=2 = 2z = —5

Zato . .
3 3
y=1-(=3)=5 z=2+(=3) =3

( ) 15 3
r,Y,2) ==, =,—= |-
7y7 272’ 2

. [25T] Naj bo f(x,y) = 2% + z + 63> + 5 na obmocju

2
D= {(x,y) e R?: %ﬂfgl}.
V kateri tocki je f najvecja in v kateri najmanjsa?

Ker je D kompaktno in je f zvezna, imata maksimum in minimum.

Minimum. Najprej pois¢emo stacionarno tocko brez omejitve:

1
Vf=02x+1, 12y) =(0,0) = z=-3, y=0.

Preverimo pripadnost D:
141

(=1/2)
bl R <
I R T



torej tocka lezi v notranjosti elipse in je kandidat za globalni minimum.

Vrednost: . ) . 19
f(ho)= (1) -Leowsat

Ker je f strogo konveksna (Hessian je diag(2,12) = 0), je ta stacio-
narna tocka globalni minimum na celotnem R2?, zato tudi na D.

Minimum je v (—3%,0) in je fun =

19
T

Maksimum. Maksimum konveksne funkcije na kompaktni konveksni
mnozici nastopi na robu, zato maksimiramo na

2

A
glw,y) = +y =1

Uporabimo Lagrangeeve multiplikatorje:
Vf=AVg.
Ker

Vf=(2r+1,12y), Vg= <§2y> ,

dobimo sistem
2 4
Iz 12y = 2\y sledi y = 0 ali A = 6.
Primer 1: y = 0. Tedaj % =1, torej x = £2.
f(2,0)=442+5=11, f(=2,0)=4—-245=T17.

Primer 2: A = 6. Tedaj iz 22 +1 =65 = 3z sledi 1 — z = 0, torej
xr = 1. Z omejitvijo:

1 9 ) \/§
1Y Vs Y 2
Vrednost:
V3 3 9 23
f(, 5 +1+4+6 4+5 +2+5 5

Ker je % = 11.5 > 11, sta to globalni maksimalni tocki.



3 23
Maksimum je v (1, i%) in je funax = 5

Opomba o enotah: ker je 1 enota = 1 dm, so koordinate v decimetrih.

. [25T] Resite diferencialno enac¢bo

2 2

y — —y = x°e", y(1) =0.
x

Gre za linearno enacbo 3 + p(x)y = q(x) s p(x) = —%. Integracijski
faktor:

() = exp(/—%dw) = exp(—2Inz) = 272,

Pomnozimo ena¢bo z 72

x 7%y — 203y = €.
Leva stran je odvod produkta:
(x_Qy), =e".
Integriramo:
Ty = /e”dx =e"+C.

Torej
y = 2%(e” + O).

Iz pogoja y(1) = 0 dobimo
0=1*%e+C) = C=—e,

zato

y(z) = 2*(e" —e).

. [6T] Kateri vektor je lastni vektor za lastno vrednost 2 matrike

Preverimo kandidate oblike (1,¢,1). Izracun:

1 1-140-t4+1-1 2
Altl=11-1+1-t4+1-1 | =|t+2
1 0-1+1-t40-1 t



Za lastno vrednost 2 mora veljati

2 1 2
t+2| =21t =1[2t
t 1 2

Torej t + 2 = 2t in t = 2, zato je pravilen vektor (1,2, 1).

Pravilen odgovor: b) (1,2, 1).

. [6T] Katera funkcija resi y” + 2y’ +y =0, y(0) =0, ¢/(0) = 27
Karakteristi¢ni polinom:
P+2r+1=(r+1?=0 = r=-1dvojna.

Splosna resitev:
y(x) = (Cy + Cox)e™ ™,
Iz y(0) = 0 sledi Cy = 0, torej y(z) = Cyze™™. Odvod:
y'(z) = Co(1 —z)e ™ = 3/ (0) = Cy = 2.

T

Zato y(z) = 2ze™".

Pravilen odgovor: b) y(z) = 2e™*x.

. [5T] Koliko je rang matrike

113
B=|11 4]7
1 25
Izracunajmo determinanto:
1 4 1 4 11
aam =it 4t 9]t )

=1(1-5-4-2)—1(1-5—-4-1)+3(1-2—1-1)
—(5-8)—(5—4)+3(2-1)

——3-1+3

= —140.

Ker je determinanta nenicelna, je rang enak 3.

Pravilen odgovor: d) 3.




7. [BT] Katero stevilo lezi v obmocju konvergence vrste

n=1

« . . 2 .
Gre za potencno vrsto s koeficienti a,, = &7. Polmer konvergence je

e 1 IS SEN S
T n T ¥w 1T ®
ogup Vel lm 552
ker v/n? — 1. Torej konvergira za
x—§ <2 <= —1<ar:<z
2 2 2

Od ponujenih: —2 (ne), 1 (da), 4 (ne), 7 (ne), 10 (ne).

Pravilen odgovor: b) 1.

8. [6T] Koliko je @ x bza d@=(1,2,3) in b= (4,5,6)?

i 7ok
ixb=|1 2 3 :<2-6—3-5, —(1-6—3-4),1-5-2-4).
45 6
Zato

axb=(12—15, —(6—12), 5—8) = (—3,6,—3).

Pravilen odgovor: d) (—3,6, —3).




IZPIT iz MATEMATIKE II
Visokosolski studij

9. februar 2023

Prve tri naloge so standardnega tipa in vredne vsaka 25 tock.

Zadnjih pet nalog je izbirnega tipa, pri cemer je pravilen natanko en odgo-
vor, ki prinese 5 tock, nepravilen pa minus 1 tocko. Neodgovorjena naloga
prinese 0 tock, obkrozen vec¢ kot en odgovor pa minus 1 tocko. Odgovorite
tako, da obkrozite ¢rko pred pravilnim odgovorom.

1. [25T]
Za katere k € R ima spodnji sistem linearnih enach resitev?
r—4z2=-3
r+2y—6z=1
3r + ky — 62 = —5.

Poiscite resitev za k = 1.

Resitev:
10 —4 | -3 1 0 —4 | -3 10 —4 ]
12 6] 1|~|02 =2 | 4]~1]0 2 -2 | 4
3k —6 | =5 0k 6 | 4 0 0 1242k | 8—4k
Tako vidimo, da za k = —6 sistem nima resitve, za preostale k pa ima
natanko eno resitev. Za k£ = 1 ima sistem resitev x = —173, Yy = %,
2
2. [25T]

Funkcija f(x,y) = 22? + 3y* + y + 2 predstavlja visino makete, ki
se nahaja nad krogom z? + y? < 4. V kateri tocki je visina makete
najvecja in v kateri najmanjsa? Ena enota v koordinatnem sistemu je
en decimeter.

Resitev: Stacionarna tocka v notranjosti je (0, —%). Lagrangeova funk-
cija je

Fz,y,A) =22" + 30> +y+ 2 — Aa® + > — 4).
Resitev sistema enach

F,=4x—-2\x =0



F,=6y—2\y+1=0
Fy=a2>+4>-4=0

pa nam da tocke (0,—2), (0,2), (—@,—%), (@, —3): lotimo dva

primera pri F, = 0: prvi je x = 0 kar nam da prvi dve tocki, drugi
pa je A = 2, iz cesar dobimo preostali dve tocki. Najvecja visina je v
tocki (0,2), najmanjsa pa pri tocki (0, —1).

. [25T]

Poiséite resitev diferencialne enacbe
Y
y — =% = 2% cos(x)
T

pri zatetnem pogoju y(m) = 0.

Resitev: Najprej poiScemo resitev homogenega dela

2
y -2 =0
x
in dobimo %y = % in po integriranju dobimo resitev y, = 2*C. Z

variacijo konstante dobimo partikularno resitev y, = z*C(z). Izraz

/ Yo __ .3 :
Yy, — 2 = x° cos(x) se poenostavi v

C'(x) = x cos(x),

torej C(x) = cos(x) 4z sin(x), kar sledi z uporabo per-partesa (u = z,
dv = cos(z)dr). Iz tega sledi, da je resitev enaka x?C' + z?*(cos(x) +
xsin(z)), ko upostevamo Se zacetni pogoj dobimo C' = 1, kar pomeni,
da je nasa resitev enaka y(x) = 22 + 2%(cos(x) + z sin(z)).

. [6T] Katero izmed spodnjih stevil je lastna vrednost matrike

o O =
(NI
ENNUVE )
N

a)0 b))l ¢)2 d)3 e)4

. [6T] Koliko je resitev diferencialne enacbe y” + 2y’ + y = 0, z danimi
zaCetnimi pogoji y(0) = 0 in y'(0) = 27

a) e r b)2e "z c)e *x d)2eFr e)e " +et



6. [5T]

Koliko je rang matrike

o O =
[NCRE
ENNGVE V)
)

a)0 b)1 ¢)2 d)3 e)4

7. [5T]

Katero izmed spodnjih stevil lezi v obmoc¢ju konvergence potencne

vrste
-y,
a) 0 b); c)4 d)6 e)8
8. [5T]

Katera izmed spodnjih tock je stacionarna tocka funkcije

f(z,y) = In(z* + 2y +7)?

a) (1,2) 1) (2,-1) ¢) (=1,2) d)(1,3) e)(2,-3)




IZPIT iz MATEMATIKE II
Visokosolski studij

29. junij 2023
Prve tri naloge so standardnega tipa in vredne vsaka 25 tock.
Zadnjih pet nalog je izbirnega tipa, pri ¢emer je pravilen natanko en odgo-
Vor.
1. [25T] Poiscite resitev diferencialne enacbe

vy —y=2*In(x + 1).

Enacbo preuredimo v standardno linearno obliko (za x # 0):
1

vy —y=2"In(r+1) = ¢y —-y=zh(z+1).
x

To je linearna enacba y' + p(x)y = q(z) s

Integracijski faktor:

() :exp(/—idx> — exp(—In|z]) = %

Na intervalu 2 > 0 lahko pisemo p(z) = X (podobno na z < 0 dobimo
isti postopek z znakom). Pomnozimo enacbo z %:

1, 1
—y — —=y=1 1).
Y = Sy =h(z+1)
Leva stran je odvod produkta:
g)’ —1 1
(x n(x +1).
Integriramo:

J :/ln(x+1)d:p+0.
x
Integriramo [ In(z + 1) dz z delnim integriranjem:

/ln(x—l—l)dx:xln(:c—l—l)—/ dr.

z+1



_ 1
x+17

x 1
/m+1dx:/<l—x+1>dx:x—ln(x+l).

/ln(x—l—l)dx:xhl(x—i—l)— (z—In(z+1)) =(z+1)In(z+1) — z.

Ker je 55 =1 dobimo

Zato

Torej
S=@+1)In(z+1)—2+C,

SHESS

in konc¢no

y(x) :x<(x—|— 1 In(z + 1) —x+C’>.

Opomba o definicijskem obmocju: zaradi In(z+1) mora veljati z > —1,
zaradi deljenja z x v preoblikovanju pa resitev obravnavamo loc¢eno na
intervalih (—1,0) in (0, 00) (formula velja na vsakem od teh intervalov).

. [25T] Izracunajte lastne vrednosti matrike

in dolocite lastni vektor, ki pripada najvecji lastni vrednosti.
1) Karakteristi¢ni polinom.

1-A -1 0
det(A—A)=det | -1 2—-x -1

Razvijemo po prvi vrstici:

p(A) = (1 — \)det (2__1)‘ 1—_1)\> (1) det (—01 1—_1)\)

=(1-M(2=-AN1-X)—=1)+(-1(1—X) —0).
Najpre;j:
2-N1=-X)=2-32+X = (2-N)1-A)—-1=1-3\+)\



Zato

(N> =3Xx+1)—1)
(A2 —3)\)

Torej so lastne vrednosti

A€ {0,1,3}.

Najvecja je Apax = 3.

2) Lastni vektor za A = 3. Resimo (A —31)v =0:

-2 -1 0
A-3I=|-1 -1 -1
0o -1 -2
Naj bo v = (z,y,2)". Sistem:
—2z —y =0,
—r—y—z=0,
—y —2z=0.

Iz prve: y = —2x. Iz tretje: —(—2x)—22=0=2xr—22=0= z ==.
Druga je potem izpolnjena: —x — (—2x) — z = 0.

Torej lahko vzamemo x = 1 in dobimo

v=(1,-2,1).

Lastni vektor za A = 3 je npr. (1, —2,1) (do skalarja).

. [25T] Temperatura na kovinski plosci oblike elipse

2
2, Y

o+ =<1
g =

je podana s funkcijo f(x,y) = z+y+ 3. Kje je temperatura najvecja?

Ker je f linearna, maksimum na kompaktni elipsi nastopi na robu

2
gmw:ﬁ+%:1



Uporabimo Lagrangeeve multiplikatorje: V f = AVg.

Vi=(1,1), Vg = (2x72—9y>.

Pogoj Vf = AVg da

2y
1 =2\ 1 =222
l’, 9
Od tod
1 _ 9
TTov YT ax

Vstavimo v robni pogoj:

AN 9N 1 18t 1
2\ 9\2\/  4XN2 9 4X\2 4)\2

Torej

=l

9 10

AN AN

5 5
° A= 44/

1~ 3 = \[2
y

Za A > 0 dobimo pozitivni (z,y), kar maksimira x + y:

9 9

22252 vioo YT T Vo

19
V10" V10

Maksimum je v (

)

(Vrednost je fumax = 3 + \}—%0 =3+ v10.)
. [5T] Koliko je resitev diferencialne enacbe
2 /
y +6y +9y =0
z zatetnima pogojema y(0) = 0 in ¢/(0) = 17

Moznosti:

a) e * b) — 3e 3 c) — 3ze® d) ze 3"

Karakteristicna enacbas:

rP4+6r+9=(r+3°=0=>r=—

3 dvojna.

e) —3e®



Splosna resitev:
y(x) = (C) + Cyz)e ™.

Pogoj y(0) = 0 da C} = 0, torej y = Chxe™*. Odvod:
Y (2) = Cy(1 — 32)e ™ = ¢/(0) = Cy = 1.

Torej

y(x) = ze 3.

-3z

Pravilno: d) ze

. [5T] Koliko je rang matrike

Moznosti:

11

2 1] 5 1
e

R

—22-1)—26-1)+(5-2)=2—-8+3=—-3%£0.

Ker je determinanta nenicelna, je rang 3.

Pravilno: d) 3.

. [6T] Kateri interval je obmo¢je konvergence vrste

i(m+2)”?

n=0

Moznosti:

a) [-3,-1)  b)(=3,-1] ¢ (=3,-1) d)[L,3) ¢ (1,3

(242"

Opomba: n = 0 ni dovoljen, zato mislimo na > | -




Za |z + 2| < 1 konvergira > =, torej —3 < x < —1. Robova:

1" 1
r=-3: Z u konvergira, r=—1: Z — divergira.
n n

n>1 n>1

Zato

[—3,-1).

Pravilno: a) [-3, —1).

. [5T] Koliko mora biti konstanta a, da bosta vektorja (1,2, a) in (—4, —4, —6)
pravokotna?

Moznosti:

Pravokotnost pomeni skalarni produkt = 0:

(1,2,a)-(—4,—-4,—-6) = —4—8—6a=0 = —12—-6a=0=a= —2.

Pravilno: a) — 2.

. [5T] Katera izmed spodnjih tock je stacionarna tocka funkcije
flz,y) =1+ W22 + 2y +y°)?
Moznosti:

a) (0,1) b) (1,-1) c) (2,—1) d) (3,-2) e) (4,-2)

Naj bo
9(x,y) =2z +zy +y°.
Kerje f =1+Ing, velja Vf = éVg, zato (kjer je g > 0) stacionarnost
pomeni Vg = 0.
[zracunamo:
9o =24y,  gy=T+2y
Pogoja g, = 0 in g, = 0 dajeta
24+y=0=y= -2, r+2(-2)=0=z=4.
Torej kandidat je (4, —2). Preverimo Se definiranost:
g(4,—2)=2-4+4(-2)+(-2)*=8—-8+4=4>0,

zato je to res stacionarna tocka funkcije f.

Pravilno: e) (4, —2).




IZPIT iz MATEMATIKE II
Visokosolski studij

27. junij 2024

Prve tri naloge so standardnega tipa in vredne vsaka 25 tock.
Zadnjih pet nalog je izbirnega tipa, pri ¢emer je pravilen natanko en odgo-
Vor.

1. [25T] Izracunajte lastne vrednosti matrike
1
1

-1

A:

O = DN
=

in dolocite lastni vektor, ki pripada lastni vrednosti 0.
Lastne vrednosti. Izracunamo karakteristi¢ni polinom:

1—A 2 1
p(A\) = det(A — AI) = det 1 1-Xx 0
-1 0 1—-A

Razvijemo npr. po drugi vrstici (ali neposredno racunamo determi-
nanto):

1—A 1 1 1 1 1-=2A
p()\):(l—)\)det( 0 1_)\>—2det(_1 1_/\)+1det<_1 0 )

=(1-XN1-XN*=2(1(1=X) = 1(-1)) 4+ (1-0— (1 = A)(-1))
=(1-=X>=22-XN)+(1-X
= AA—=1)(A—2).

Torej so lastne vrednosti

A e{0,1,2}.

Lastni vektor za \ = 0. Resimo Av =0 za v = (z,y,2)":

r+2y+2=0,
r+y=0,
—x+2z=0.



Iz druge enacbe je x = —y. Iz tretje je 2 = x = —y. Vstavimo v prvo:
(=y) + 2y + (—y) =0,
kar drzi za vsak y. Torej

v=y(-1,1,-1) = (-y)(1,-1,1).

Lastni prostor za A = 0 je span{(1,—1,1)}.

. [25T] Resite diferencialno enacbo

'+ 4y +3y=4¢",  y(0)=0, ¢ (0)=2.

1) Homogeni del. Najprej resimo homogeno enacho y”+4y'+3y = 0.
Nastavek y = e’ da karakteristiéno enacbo

M4 +3=0 <= OM+D(A+3)=0,
torej A = —1,—3. Zato

yn(x) = Cre™ + Che™ .

2) Partikularni del. Ker je desna stran 4e”, poskusimo y,(z) = Ae”.

Tedaj
y; = A6m7 y;lgl = Aema

in vstavitev da

1
Ae® +4Ae"° 4+ 34" =84 =4 = A= 5
Torej y,(z) = 1e®.

3) Splosna resitev in pogoji.

T

y(z) = Cre™™ + Che ™" + —¢®.

N | —

Uporabimo y(0) = 0:

1 1
01+CQ+§:O = 014—02:—5.

Odvod:

xT

Y (z) = —Cre ™ — 3Cye " + —¢€,

DN | —



in pogoj 4'(0) =2 da

1 3
—01—302+§:2 = —01—30225.
Resimo sistem
Cl + 02 = _%a
—C, —3C, =3
Sestejemo enachi:
1 3 1
(01—01)+(02—302) = —§—|—§ = —202 = = Cg = —5.
Potem je C; = 0. Torej
1 1 T _ 3x
yla) = g5 —se s = S5

. [25T] Tockasti leteci predmet leti po ravni érti proti pristajalni stezi,
ki ima obliko ravnine, na kateri lezijo tocke

A(4,3,1), B(2,1,0), C(1,2,0).

Leteci predmet je v tocki Py = (2,0, 1) in se giblje po premici, ki je
presek ravnin
rT—y+z=3, r—2z=0.

(a) V kateri tocki na pristajalni stezi pristane?

(b) Pod kaksnim kotom glede na pristajalno stezo leti?

(c) Koliko je v zacetni poziciji oddaljen od pristajalne steze?

Najprej: enacba pristajalne ravnine. Vektorja
AB=B-A=(2-4,1-3,0-1)=(-2-2,-1),
AC=C—-A=(1-42-30-1)=(-3,—1,-1).

Normalni vektor ravnine je njihov vektorski produkt:

ik
F=ABx AC =|-2 —2 —1|=(1,1,-4).
3 -1 -1

Enacba ravnine skozi tocko A(4,3,1) je

i ((z,y,2)—(4,3,1)) =0 = (z—4)+(y—3)—4(z—1)=0,



torej

: z+y—42-3=0]

Premica leta. Premica je presecis¢e ravnin z normalama
np = (1,—-1,1), fis = (1,0, —=2),
zato je smerni vektor premice
§=1i XM =(2,3,1).
Ker premica poteka skozi Py = (2,0, 1), je parametri¢na oblika
0(t) = Py+1t5= (2+2t, 3t, 1+1).

(a) Tocka pristanka = presecis¢e ¢ in II. Vstavimo v enacbo
ravnine:

(242t)+(3t)—4(1+t)—-3=0 = 245t—4—4t-3=0 = t-5=0=1t¢=>5.
Tocka pristanka:

0(5) = (2410, 15, 1+5) = (12,15,6).

Pristane v tocki (12,15,6).

(b) Kot med premico in ravnino. Kot o med premico (smer ) in
ravnino Il z normalo 7 zadosca

72 - 5]

70 151

sina =
Tu je
i-§=(1,1,-4)-(2,3,1) =2+3—-4=1,
Il = VI + 12+ (=42 = VI8, |8l = V2 +3 + 12 = V4.

Zato

1 1 1
VISV14 V252 6T

sina =

torej

) 1
Q = arcsin| —— .
(G\ﬁ)




(c) Razdalja tocke P, od ravnine II. Za ravnino x+y—42z—3 =0
in tocko Py = (2,0,1) je

C240-4-1-3] |-5 5  5/2
VIE+H124 (=42 V18 V18 6
g B _5V2
V18 6

. [5T] Koliko je rang matrike

Moznosti:

4 2
11

2 1
11

4 1

1
det =14 2 1:2‘
1 1 1 1

‘—2 ‘ ‘+1 ‘ ‘ = 2(2—1)—2(4—1)+(4—2) = 2—6+2 = —2 £ 0.

Ker je determinanta nenicelna, je rang 3.

Pravilno: d) 3.

. [5T] Koliko je resitev diferencialne enacbe
(2> + 1)y — 22y =0

z zaCetnim pogojem y(0) = 17

Moznosti:

a) 0 b) 1 c)r+1 d) 2 +1 e) 2 +1 f) 2t + 1

Enacbo preuredimo:

/

9 , Y 2z
F)y =2y = L= .
(x )y xy y il




Integriramo:
Injyl=h(z*+1)+C = y=C@@*+1).

Iz pogoja y(0) = 1 sledi C' = 1, zato

y(r) = 2> + 1.

Pravilno: d) 2 + 1.

. [6T] Kateri izmed spodnjih intervalov je obmocje konvergence po-

tencne vrste -
n
n
n=0

Moznosti:

a) [—3,—1) b) (-3, —1] c) (=3,-1) d) [1,3) e) (1, 3] f)[1, 3]

Opomba: ¢len prin = 0 ni definiran, zato to razumemo kot standardno
oo (z+2)™
vrsto Zn:l e

Za |x 4 2| < 1 vrsta konvergira (npr. po razmernostnem kriteriju, ker
je to tip > r"/n), torej za —3 < x < —1.

Preverimo robova:

e priz = —3jex+2= —11in dobimo ) 7, %, kar konvergira
(alternirajoca harmoni¢na vrsta);

e priz=—1jex+2=11indobimo > =, %, kar divergira.

Zato je obmocje konvergence

3,1,

Pravilno: a) [-3, —1).

. [6T] Koliko mora biti konstanta a, da bodo tocke
A(a,1,1), B(2,4,1), €(0,2,3), D(—a,-3,2)

lezale na isti ravnini?

Moznosti:



Tocke so koplanarne natanko tedaj, ko je mesani produkt
det(ﬁ,ﬁ,ﬁ) =0,
kjer
AB = B-A=(2-4,3,0), AC =C—A=(-a,1,2), AD=D—A=(—2a,—41).
Torej

2—a —a —2a
det 3 1 —4 1 =0.

0 2 1
Izracun determinante:
1 —4 3 —4 31
det:(2—a)2 1‘—(—@)0 1‘—1—(—2@)’0 2'

—(2—a)(1-1—(=4)-2)+a(3-1—(=4)-0)—2a(3-2—1-0)
=(2—-a)(9) 4+ 3a —12a

=18 —9a — 9a

=18 — 18a = 18(1 — a).

Pogoj det =0da 1 —a =0, torej a = 1.

Pravilno: d) 1.

. [5T] Katera izmed spodnjih tock je stacionarna tocka funkcije
flz,y) =1+In((z+1)*+zy+y)?

Moznosti:

a)(=1,0)  b)(1,-1) ¢ (2-1) d)B,-2) ¢ -2) 1)(5,-3)

Naj bo
g(z,y) = (x+ 1) +ay +y.

Potem je f =1+ Ing in velja
1
vf = _v.gu
g

zato je stacionarnost (tj. Vf = 0) ekvivalentna pogoju Vg = 0 (ob
tem mora veljati tudi g > 0, da je In g sploh definiran).



[zracunamo parcialna odvoda:
Gz =2(x+ 1) +y, gy =z + 1.
Pogoja g, = 0 in g, = 0 dasta:
r+1=0=2=-1, 20)+y=0=y=0.

Edina kriti¢na tocka po enacbah odvodov je torej (—1,0).

Vendar pa velja g(—1,0) = 0, zato f(—1,0) = 1+ In(0) ni definiran.
Strogo matematicno gledano funkcija nima stacionarne tocke v svojem
definicijskem obmocju.

Ker pa je pri izbirnih nalogah predviden natanko en odgovor, je edina
tocka, ki izpolni pogoj Vg = 0, moznost a).

(po pogojih odvodov) pravilno: a) (—1,0).




DRUGI KOLOKVI1J iz MATEMATIKE II
Visokosolski studij

31. maj 2024

1. [10T] Resite diferencialno enacbo

z2y" + 22y — 6y =0,
pri pogojih y(1) = 0 ter y(—1) = 1.

Resitev: nastavek y = 2* nam da karakteristicno enacbo A\(\ — 1) +

2X — 6 = (A —2)(\ + 3), torej je resitev oblike
Ax=3 + Ba?.
Ko vstavimo pogoje dobimo A = —3 ter B = 3.

2. [10T] Dolo¢ite in skicirajte defincijsko obmocje funkcije dveh spremen-
liivk f(z,y) = vy — (. — 1)? + In(—2" — y* + 1).
Resitev: Obmocje je presek parabole y > (x—1)? ter kroga 22 +y* < 1.

3. [15T] Razvijte funkcijo f(z) = % v Taylorjevo vrsto okrog tocke

x = 0 in dolo¢i njen konvergenc¢ni polmer.

Resitev: Velja

Konvergencni polmer je enak 3.

4. [15T] Razvoj periodi¢ne funkcije f(z) = x v Fourierovo vrsto na in-
tervalu [0, 7| je oblike

F(z) = ag + ay cos(2x) + by sin(2x) + ay cos(4x) + by sin(4x) + - - -

Izracunajte Fourierova koeficienta ag in a; ter skicirajte graf doblje-
nega priblizka oblike ag + a1 cos(2x).

Resitev: ag = £ [[ade = 5. ay = 2 [ wcos(2z) = 0, kjer se zadnji

integral resi s per partesom. Potrebno je narisati torej samo konstanto
funkcijo 7.



5. [25T] Poiscite resitev diferencialne enacbe

y 71+12
Y — = =2we =
x

pri zacetnem pogoju y(1) = 0.

Resitev: Najprej poiScemo resitev homogenega dela

Y
/ _ _2 — O
x
: . . . o . .. _1
in dobimo dgy = i—;” in po integriranju dobimo resitev y, = e =C. Z

variacijo konstante dobimo partikularno resitev y, = e xC (). lIzraz

3
—1fxz” .
y; — %g = 2xe” =  se poenostavi v
C'(x) = 2ze”.

Integriramo po delih (per partes) in dobimo C' = [ 2ze®dz = 2¢”(z —
1), torej je resitev enaka e~ C 4 2¢%(x — 1)e™+, ko upostevamo Se
zacetni pogoj dobimo C' = 0, kar pomeni, da je naSa resitev enaka
y(z) = 2¢%(z — 1)es.

6. [25T] Temperatura (merjena v stopinjah Celzija) na gladini jezera,
ki ima obliko elipse 22 + 2y*> < 4, je podana s funkcijo f(z,y) =
2+ (y — 1) +10. V kateri tocki na jezeru je temperatura najvecja in
v kateri je najmanjsa?

Resitev: Lagrangeova funkcija je
F(J},y, )‘) - 12 + (y - 1)2 - >‘("L‘2 + 2y2 - 4)7
njene stacionarne tocke pa so

Ty(—V2,-1), To(vV/2,-1), T5(0,—V2), T4(0,v?2).

Stacionarna tocka f v notranjosti elipse pa je 7'(0,1).

Poracunamo se f(T) = 10, f(T}) = f(Ty) = 16, f(T3) = (=1 —+/2)*+
10 ter f(Ty) = (—1 + v/2)? + 10. Najvecja vrednost je torej v tockah
T; in T5, najmanjsa pa v tocki T



