UNIVERZA V LJUBLJANI
FAKULTETA ZA ELEKTROTEHNIKO

Matej Filip

RESENE NALOGE 17
IZPITOV PRI PREDMETU

MATEMATIKA 2
UNIVERZITETNI STUDI1J

Studijsko gradivo

Ljubljana, 2025



UvVOD

Naloge na naslednjih straneh so bile na pisnih izpitih v studijskih le-
tih 2021/22-2022/25 pri predmetu Matematika 2, ki je obvezni predmet za
Studente, vpisane na univerzitetni dodiplomski studijski program Elektro-
tehnika, na Univerzi v Ljubljani.



IZPIT iz MATEMATIKE II
Univerzitetni studij

1. september 2025

Prve tri naloge so standardnega tipa in vredne vsaka 25 tock.
Zadnjih pet nalog je izbirnega tipa, pri ¢emer je pravilen natanko en odgo-
vor, ki prinese 5 tock, nepravilen pa minus 1 tocko. Neodgovorjena naloga
prinese 0 tock, obkrozen vec¢ kot en odgovor pa minus 1 tocko. Odgovorite
tako, da obkrozite ¢rko pred pravilnim odgovorom.

1. [25T] Dolocite vse realne lastne vrednosti matrike

1
A= 2
1

O = N
N = O

in dolocite lastni vektor, ki pripada najvecji lastni vrednosti.

Resitev. Karakteristi¢ni polinom dobimo iz

2—-A 1 0

det(A-X)=| 1 2=Xx 1 [=2-N)(2-2)>-1)=(2=)) = (2=-X1)((2—1)*-2).

0 1 2—A
Nicle tega polinoma so
A =242, Ao = 2, A3 =2 —2,

torej ima A tri razlicne realne lastne vrednosti.

Najvecja lastna vrednost je Apax = 2 + V2. Za pripadajoci lastni
vektor v = (z,9,2) " resimo (A — A\ )v = 0, tj.

_\/§ 1
1 -2
0 1

0

1
_\/5
Iz prve vrstice dobimo —v2z+y = 0, torej y = v/2z. Iz druge vrstice

slediz —vV2y4+2=0 = 2—204+2=0 = z=2x. Tretja vrsta je
odvisna od prvih dveh. Izberemo x = 1 in dobimo lastni vektor

SIS
I
coo

1



2. [25T] Poiscite resitev diferencialne enacbe

xy —y = 2 sin(z?).
Resitev. Zacetno diferencialno enacbo delimo z = in najprej pois¢emo
resitev homogenega dela

y — .
T
Dobimo p J
—y = _.1' = Yp = Cx.
Y T

Z variacijo konstante vzamemo y, = z C'(z). Teda]
i Y ' 1 . /
Yp— = (C+2C") — ;(1’0) =xC'(z),

zato iz i — ¥ = 2% sin(a?) sledi
v C'(z) = 2?sin(z?) = C'(x) = rsin(z?).
Integriramo s substitucijo u = z?, du = 2z dz (torej z dx = %du):

1 1 1
C(x) = /xsin(wQ) dx = 5 /sinudu = —5cos u+Cy = ~3 cos(2?)+C.
Za partikularno resitev lahko vzamemo Cy = 0, torej
x

=3 cos(z?).

Splosna resitev je

y(x) =Cx — B cos(z?).

3. [25T] Povrsje hribovja opisuje funkcija dveh spremenljivk
flz,y) =a* =2 +y* —y* + 2.

Planinsko drustvo bi rado postavilo planinske koc¢e na vsaj sedla. V
katerih tockah se bodo tocke nahajale. Koliko je najvecja in najmanjsa
visina hribovja.

Resitev. Izracunamo

fo=42® — 20 =2u(22%— 1),  f, =4 — 2y =2y(2* — 1).

Pogoj f, = f, = 0 nam da

ve {O,i%}, ye {O,i%},



torej je skupaj 9 kriti¢nih tock
Hessejeva matrika je enaka

1222 — 2 0
Hy(z,y) = (

0 12— 2) '

e Pri (0,0) imamo lokalni maksimum, z f(0,0) = 2
o Pri (+5,+%

V2T V2
vrednostjo

Klasifikacija.

) imamo lokalni (dejansko globalni) minimum, z

() = (i-2) + (1-3)
e Pri tockah (£5,0) in

_3
2 2
() %) imamo sedlo
4. [5T] Koliko je resitev diferencialne enacbe
y'+4y +4y =0
z danimi zac¢etnimi pogoji y(0) = 0 in 3/(0) = 17
a) e 2 b) — 2e c) — 2ze® d) ze** e) —2e°
5. [5T] Koliko je rang matrike
1 2 3
2 4 57
0 11

a) 0 b) 1

C

~—

2 d)3 e)4
6. [5T] Katero izmed spodnjih stevil lezi v obmocju konvergence potencne
vrste

>t

n=1
a) —H b) —4

°§|3

c)0 d) 2 e) 4 f) 5
7. [5T] Koliko mora biti konstanta a, da bodo tocke A(0,1,2), B(1,3,0)
C(a,2,1) in D(2,7,—1) lezale na isti ravnini?
a) —2 b) —1 c) 0 d) 5 e) 2
8. [5T] Katera izmed spodnjih tock je stacionarna tocka funkcije

f(z,y) = ln(3.7: + Yy + yz) ?
a) (0,1) b) (1,-1)

c) (2,—1) d) (3,-2) e) (6,—3)



IZPIT iz MATEMATIKE II
Univerzitetni studij

24. junij 2025

Prve tri naloge so standardnega tipa in vredne vsaka 25 tock.
Zadnjih pet nalog je izbirnega tipa, pri ¢emer je pravilen natanko en odgo-
vor, ki prinese 5 tock, nepravilen pa minus 1 tocko. Neodgovorjena naloga
prinese 0 tock, obkrozen vec¢ kot en odgovor pa minus 1 tocko. Odgovorite
tako, da obkrozite ¢rko pred pravilnim odgovorom.

1. [25T]

Poiséite resitev diferencialne enacbe
vy —y = 2*(x — 1) In(z + 1).

Resitev: Zacetno diferencialno enacbo delimo z x in najprej pois¢emo

resitev homogenega dela

y -2 =0
T

in dobimo % = d?"” in po integriranju dobimo resitev y, = xC. Z
variacijo konstante dobimo partikularno resitev y, = zC(z). Izraz

y, — % = xln(z + 1) se poenostavi v

C'(z) =
torej C(z) = [(x — 1) In(z +

(x — 1) In(x + 1),
1)

dx, integracija per partes nam da

2 2
/(x—l)log(x—i—l)dx: <%—x—§)log|x+1]—x—+3§+(]

2. [25T] Izracunajte lastne vrednosti matrike

1 1 2
-1 -1 0
0 -1 -1

in dolocite nek lastni vektor, ki ne pripada realni lastni vrednosti.

Resitev: Lastne vrednosti so 1, —1 + ¢, lastna vektorja od —1 4 7 sta
(—1,—i,1),(—=1,4,1).



3. [25T]

Zelimo zgraditi posodo v obliki valja brez pokrova, tako da bo posoda
imela najvecjo prostornino pri fiksni povrsini 67. Koliko sta polmer in
visina dobljene posode.

Resitev: Volumen valja je
V = mr?h,
povrsina valja brez pokrova pa je
S = 7r? + 2nrh = 6.
Pogoj preoblikujemo:
r? +2rh = 6.

Definiramo funkcijo:
L(r,h, \) = 7r*h — X(7r® + 27rh — 67).

Odvodi po spremenljivkah:

8a—£ = 2mrh — A(2nr + 27h) = 0,
.

oL 9

o = A(27r) =0,

oL 9

N —(7r® 4+ 2nrh — 67) = 0.
Iz druge enachbe sledi:

2 =2mrN = A= g

Vstavimo v prvo enacbo:

omrh = g(zwr 4 2rh) = 7r(r + h),

2rh =r(r+h),
2h=r+h = h=r

Vstavimo v pogoj:

r24+2rh =6 ker h=1r = 1r?+2r* =3r*> =6,



P?=2 = r=+2 h=v2

Odgovor: Valj z najve¢jim volumnom ima

r=+v2, h=+2|

. [6T] Koliko je resitev diferencialne ena¢be 4" + 6y’ + 9y = 0 z danimi
J Yy Yy Yy
zacetnimi pogoji y(0) = 0 in y/(0) = 17

a) e b) —3e* ¢) —3we” d) xe** e) — 3e”

. [5T)

Koliko je rang matrike

= DN
_— N DN
—_ ==
~

a)0 b)1 ¢)2 d)3 e)4

. [6T] Katero izmed spodnjih stevil lezi v obmoéju konvergence potencne

vrste o
n 3\"
> g(r-3)
a) =5 b) —2 )1 d)4 e 7 f)10

. [5T)

Koliko mora biti konstanta a, da bodo tocke A(1,1,1), B(2,4,1),
C(a,2,3) in D(—1,—3,2) lezale na isti ravnini?

a) —2 b)) —1 ¢)0 d)1 e)2

. [5T)

Katera izmed spodnjih tock je stacionarna tocka funkcije

flx,y) =1+ In(2z + 2y + y°)?

a) (0,1) b) (1,-1) ¢) (2,-1) d) (3,-2) e) (4,—2)




KOLOKVI1J iz MATEMATIKE II
Univerzitetni studij

8. april 2025

1. [10T] Izracunajte volumen piramide, ki ima oglis¢a A(1,0,0), B(0,1,0),
C(0,0,1) in D(1,1, 1).

Siteys 2 — 1
Resitev: =3

2. [10T] Izra¢unaj razdaljo med ravninama

r+2y+32=0 in z+2y+3z=1.

Resitev: ta razdalja je enaka razdalji med (0,0, 0) in ravnino x + 2y +
3z =1, ki je enaka \/Lﬁ.

3. [15T] Dolocite neko lastno vrednost matrike

1 1 -1
A=11 2 1
-3 1 3

ter izracunajte pripadajoci lastni vektor.
Resitev: vidimo, da je lastna vrednost A = 4, saj sta v determinanti
1—A 1 -1

1 2—-A 1
-3 1 3—A

prva in tretja vrstica enaki. Pripadajoci lastni vektor je enak (—1,2,5).

4. [15T] Za katere parametre a € R so vektorji (a, 1,2,3), (4,a,4,6) ter
(1,1,1,1) linearno odvisni?

Resitev: izracunati je potrebno rang matrike

— o DN

3
6
1

—
—_Q =

ki je 2, ¢e je a = 2, drugace pa je enak 3. Tako je odgovor samo za
a=2.



5. [25T]
a) Obravnavajte Stevilo resitev sistema linearnih enacb
kx +2ky —z=2

kxr =9
r+2y+z=1
glede na vrednost parametra k € R.

b) Za k = 1 resite sistem enacb.

Resitev: Ko zamenjamo prvo in tretjo enacbo in nato Se prvi tretji
stolpec, ter nato Se drugo in tretjo vrstico, dobimo sistem

1 2 1|1 1 2 11
~1 2k k|2 |~|0 2426 k+1|3 ],
0 0 k|9 0 0 k|9

kjer prvi stolpec predstavlja spremenljivko z, drugi stolpec spremen-
ljiivko ¥ in tretji stolpec spremenljivko x. Tako vidimo, da sistem nima

resitve za k = 0 in k = —1, za vse preostale k£ pa imamo natanko eno
resitev. Za k = 1 dobimo resitev z =9, z = —%, Yy = —%.

6. [25T] Naj bo A : R* — R? linearna preslikava, ki preslika vektorje

1 1 0 2 1 3
0] — K 2| — E 0] — 0]
0 0 1
Naj bo B : R® — R? linearna preslikava, podana s predpisom
B(v) =w x v,
kjer je w = (0,1,1) € R3. Naj bo C linearna preslikava, ki ji v stan-

dardni bazi pripada matrika

C:

OO =
O =N
N — W

(a) Doloc¢ite matriki, ki pripadata linearnima preslikavama A in B v
standardnih bazah in doloc¢ite njuna ranga.

(b) Kam linearna preslikava C preslika vektor (2,2,1)7
(c) Kateri vektorji se preslikajo v vektor (1, —1,1) s preslikavo C?



(d) Ce obstaja, zapisite matriko v standardni bazi, ki pripada kom-
pozitumu C o C. Odgovor utemeljite.

Resitev:

a) vidimo, da velja

b) Vektor (3, -3, 1).

¢) V vektor (9,3,2).
d) Matrika, ki pripada C o C je

—_
—_

C? =

o O =
O = o
o



IZPIT iz MATEMATIKE II
Univerzitetni studij

27. junij 2024

Prve tri naloge so standardnega tipa in vredne vsaka 25 tock.
Zadnjih pet nalog je izbirnega tipa, pri ¢emer je pravilen natanko en odgo-
vor, ki prinese 5 tock, nepravilen pa minus 1 tocko. Neodgovorjena naloga
prinese 0 tock, obkrozen vec¢ kot en odgovor pa minus 1 tocko. Odgovorite
tako, da obkrozite ¢rko pred pravilnim odgovorom.

1. [25T]
e Dolocite obmocje konvergence potencéne vrste

i <_$)n (22 4+ 6)".

n=0

e Razvijte funkcijo f(z) = %5 v Taylorjevo vrsto okrog totke z = 0
in dolocite njen konvergencni polmer.

Resitev: a,, = %2” in a = —3. Izracunamo R = lim,,_, aail = %,
torej vrsta konvergira za x € (—%, —%) Preverimo $e robne pogoje:
za x = —3 1 Y >, (_;)n konvergira (alt. harm. vrsta). Za z =
—27 2520:1% divergira (harm. vrsta). Torej vrsta konvergira za = €
(=3, —3]

Velja

1 = 2 1 .,
oy =2 (5
n=0

Konvergen¢ni polmer je enak 3.

Wl N

fz) =

2. [25T] Izracunajte lastne vrednosti in pripadajoce lastne vektorje ma-
trike

1
1
-1

O =N
_ o =

Resitev: Lastne vrednosti so 0, 1,2, pripadajoc¢i lastni vektorji pa
(1,-1,1), (—=1,-1,1), (0,—1,2).



3. [25T] Temperatura (merjena v stopinjah Celzija, ena enota je 0.1 sto-
pinj Celzija) na gladini jezera, ki ima obliko elipse z? + 2y* < 10, je
podana s funkcijo f(z,y) = 2* + (y — 1)? + 10.

e Doloci in klasificiraj stacionarne tocke funkcije f.

e V kateri tocki na jezeru je temperatura najvecja in v kateri je
najmanjsa?

Resitev: Lagrangeova funkcija je
F(z,y,\) =2+ (y — 1) + 10 — M(z* + 2%* — 10),
njene stacionarne tocke pa so

Ty(—2V2,—1), Ty(2v2,—1), T3(0,—V5), T4(0,V5).

Stacionarna tocka f v notranjosti elipse pa je T/(0,1).

Poracunamo se f(T) = 10, f(T}) = f(Tz) = 22, f(T3) = (—1—+/5)*+
10 ter f(Ty) = (=1 + v/5)? 4+ 10. Najvecja vrednost je torej v tockah
Ty in T, najmanjsa pa v tocki T

4. [5T] Kaj je resitev diferencialne enacbe y” + 6y + 9y = 0 z danimi
zaCetnimi pogoji y(0) = 0 in ¢/(0) = 17

a) e b) —3e ) —3we” d)ze™ e) —3e" f) —xe

5. [5T]

Koliko je rang matrike

— DN
— N DN

a)0 b)1 ¢)2 d)3 e 4 f)5

6. [5T] Kaj je resitev diferencialne enacbe (z%+ 1)y’ —2xy = 0 z zacetnim
pogojem y(0) = 17

a)0 b1 c)o+1 da2>+1 e)a*+1 fa*+1



7. [5T]
Koliko mora biti konstanta a, da bodo tocke A(a,1,1), B(2,4,1),
C(0,2,3) in D(—a,—3,2) lezale na isti ravnini?

a) =2 b)) —1 ¢)0 d)1 e2 f)3
8. [5T]
Katera izmed spodnjih tock je stacionarna tocka funkcije

fz,y)=1+In((z+1)* +zy +y)?




KOLOKVI1J iz MATEMATIKE II
Univerzitetni studij

15. april 2024

. [10T] Izrac¢unajte razdaljo med ravninama 2z + 3y + 4z = 2 in 2x +
3y +4z = 0.

Resitev: Razdalja med danima ravninama je enaka razdalji med rav-

nino 2x + 3y + 4z = 2 ter tocko (0, 0,0), ki pa je enaka m = \/%.

. [10T] Dolocite parameter a € R, tako da bodo vektorji
(1,1,a,1), (3—a,1,4—a,1), (1,2,3,1) € R*

linearno odvisni.

Resitev: a = 2, saj sta v tem primeru prva dva vektorja enaka.

. [15T] Ali so vektorji z; = (1,0,1),22 = (1,1,0),23 = (0,1,1) baza
vektorskega prostora R3? Odgovor utemeljite! Ce je mogoce, zapisite
vektor (3,5,4) kot linearno kombinacijo danih vektorjev xy, zo, x3.

Resitev: So baza, ker so linearno neodvisni in preko resitve linearnega
sistema dobimo (3,5,4) = (1,0,1) +2(1,1,0) + 3(0, 1, 1).

. [15T] Dolocite realno lastno vrednost matrike

A:

O ==
MO —

1
2
1

ter poracunajte pripadajoci lastni vektor.
Resitev: takoj opazimo, da je A = 1 lastna vrednost, ker sta prva in
tretja vrstica matrike

1—A 1 1
A= 1 2—-A 1
0 1 2-A

za A = 1, enaki. Njen pripadajoci lastni vektor je (0,—1,1).



5. [25T] Letalo in helikopter po ravni ¢rti letita proti pristajalni stezi,
ki ima obliko ravnine, na kateri lezijo tocke A(4,3,1), B(2,1,0) ter
C(1,2,0). Helikopter se nahaja v tocki (—1,5,5) in leti pravokotno na
ravnino. Letalo se nahaja v tocki (2,0, 1) ter se giblje po premici, ki
je presek ravnin, podanih z enacbama xr —y+z=3inz—22=0. V
katerih tockah pristaneta helikopter in letalo ter pod kaksnim kotom
leti letalo? Koliko sta helikopter in letalo v zacetni poziciji oddaljeni
od pristajalne steze?

Resitev: Pristajalna steza ima obliko ravnine z enactbo —x —y + 4z =
—3, saj je normala te ravnine vektorski produkt vektorjev BA =
(2,2,1) ter CB = (—1,1,0), kar je ravno 7 = (—1,—1,4). Projek-
cijo tocke (—1,5,5) na dano ravnino dobimo s presekom premice, ki
poteka skozi tocko (—1,5,5) in ima smerni vektor enak 7i, ter dane

ravnine. Ta tocka je enaka (—1+1¢,5+t,5 — 4t), ko vstavimo t = %'

Letalo pa se giblje po premici, ki je v parametri¢ni enacbi podana z
xr = 2t,y = 3t —3, z =t. Dobimo, da je presek z dano ravnino
pristajalne steze pri t = 6, torej v tocki (12,15,6). Kot med 7 ter
smernim vektorjem druge premice §= (2,3,1) je enak

n-s 1
V1814 67
torej dobimo ostri kot, kar pomeni, da je nas iskani kot enak § —
arccos(#).

),

arccos( ) = arccos(

Helikopter je oddaljen za <%, letalo pa za —= od pristajalne steze.

V18’ V18
6. [25T]

a) Obravnavajte stevilo resitev sistema linearnih enacb
r+2y+z=1

(k+2)z+Ty+22=4
(K +2k—1x+5y+z2=k+2
glede na vrednost parametra k € R.

b) Za k = 0 resite sistem enach.

Resitev:
1 2 1 1 1 2 1 1
2 7 k+2 4 | ~ |0 3 k 2| ~
1 5 K+2k—1|k+2 0 3 K2+2k—2k+1



1 2 1 1

~ 10 3 k 2

00 (k+2)(k—1)|k—-1
kjer prvi stolpec predstavlja spremenljivko z, drugi stolpec spremen-
ljivko y in tretji stolpec spremenljivko x. Pri prvi operaciji smo upo-
rabili v9 — 2v; ter v3 — vy pri drugi operaciji pa vz — vo. Opazimo,
da ima sistem eno-parametricno resitev za k = 1 ter nima reSitve za

k = —2. Za vse preostale k-je pa ima natanko eno resitev. Za k = 0

je ta resitev enaka x = %, Y= %, z = —%.

J



KOLOKVI1J iz MATEMATIKE II
Univerzitetni studij

14. april 2023

1. [10T] Za katere t € R so vektorji (1,2, —1), (3,2,1) in (0,¢,1) linearno
neodvisni?

Resitev: Determinanta je enaka —4 — 4¢, torej za t # —1.

2. [10T] Izracunajte lastne vrednosti matrike

(13)

ter zapisite lastni vektor, ki pripada najvecji lastni vrednosti.

Resitev: Lastni vrednosti sta 2 + /3, lastni vektor, ki pripada lastni
vrednosti 2 4+ v/3 pa je enak (=14 v/3,1).

3. [15T] Za katero matriko X velja enachba AX = B, kjer sta matriki A
in B enaki

A:

_ o
o = O

2
0|, B=
1

— N
— W N

3
4
1
Resitev:

-1
4
2

O N =
= w o

4. [15T] Zelimo zgraditi tristrano piramido s prostornino 12m?. Osnovna
ploskev piramide ima oglisca

A(-2,2,-1),B(2,-1,-3),C(3,-3,1).
Zadnje oglisée D zelimo imeti na premici
r=2—t, y=3+4+2t =z=1, telR.

Katere tocke lahko vzamemo za oglisce D?

Resitev: Naj bo D tocka na dani premici, torej velja

D= (2—1t3+2t1).



Izracunamo AD = (4 —1t,1+ 2t,2), AB = (4,-3,—-2) ter AC =
(5, —5,2). Absolutna vrednost mesanega produkta |(AD, AB), AC| je

enaka | — 92 — 20t|, torej resujemo enacbo | —92 — 20| = 6-12, ki ima

dve resitvi: t; = —1 ter t5 = —431. Ti dve resitvi vstavimo v tocko D

in dobimo dve resitvi D1(3,1,1) in Dy(2 + 2,3 — £,1).
. [257T]
a) Obravnavajte Stevilo resitev sistema linearnih enacb
r+ky—2z=1
kx + 3242y =2
r+4y —32=6

glede na vrednost parametra k € R.

b) Za k = 0 resite sistem enacb.

Resitev: Ko zamenjamo prvo in tretjo enacbo dobimo sistem

1 4 —36 -3 4 1|6
k2 3/2|~] 32 k|2],
1k —2|1 —2 k 1|1

kjer prvi stolpec predstavlja spremenljivko z, drugi stolpec spremen-
ljivko y in tretji stolpec spremenljivko x. Po Gaussovi eliminaciji do-
bimo

-3 4 1| 6 3 4 1] 6
~ | 0 6 k+1| 8|~ |0 1 5L} 81,
0 3k-—38 11-9 0 0 x|
kijer 1 = —3k?® + 5k + 14, kar pomeni, da sistem nima resitve za

ki = ¢(5—+v193), ky = £(5+V193) (kar sta nicli z; in nista nicli ),
za vse preostale k pa imamo natanko eno resitev.

7, _ 1
2=

Za k = 0 dobimo resitev z = %, Yy = 7

. [25T] Naj bo A : R® — R? linearna preslikava, ki preslika vektorje

L 1 0 1 2 3
0] — NE 2| — E 0] — 0)-
0 0 1

Naj bo B : R® — R? linearna preslikava, podana s predpisom

B(v) =w X v,

kjer je w = (1,1,0) € R3,



(a) Doloc¢ite matriki, ki pripadata linearnima preslikavama A in B v
standardnih bazah in dolo¢i njuna ranga.

(b) Kam linearna preslikava A preslika vektor (2,2,1)7
(c) Kateri vektorji se preslikajo v vektor (1, —1,1) s preslikavo B?

(d) Ce obstaja, zapisite matriko v standardni bazi, ki pripada kom-
pozitumu A o B. Odgovor utemeljite.

Resitev: vidimo

0 0 1 |
B=|[0 0 —1], A:G ? _14>
-1 1 0 2

odgovor pri b) v vektor (1,1)+(3,0) = (4,1). Odgovor pri c) vektorji
(x,1+4x,1), z € R. Matrika, ki pripada Ao B je produkt matrik A- B.



IZPIT iz MATEMATIKE II
Univerzitetni studij

29. junij 2022

Prve tri naloge so standardnega tipa in vredne vsaka 25 tock.
Zadnjih pet nalog je izbirnega tipa, pri cemer je pravilen natanko en odgo-
vor, ki prinese 5 tock, nepravilen pa minus 1 tocko. Neodgovorjena naloga
prinese 0 tock, obkrozen vec¢ kot en odgovor pa minus 1 tocko. Odgovorite
tako, da obkrozite ¢rko pred pravilnim odgovorom:.

1. [25T]

Za katere k € R ima spodnji sistem linearnih enacb resitev?
dr + ky — 10z = =8
r+2y+kz=1
3r + ky — 6z = —5.
Poisci resitev za k = 1.

Resitev: Ce prvi vrstici odstejemo zadnjo dobimo sistem

1 0 —4 | -3 10 -4 | -3 10 —4
12 k | 1|~10 2 k+4 | 4|~10 2 k44
3 k —6 | =5 0 k 6 | 4 00 (k+6)(k—2)
Tako vidimo, da za k = —6 sistem nima reSitve, za k = 2 ima ne-
skoncno resitev, za preostale k pa ima natanko eno resitev. Za k =1
. . - -5 4 4
Ima sistem resitev x = —, y = =, 2 = =.
2. [25T]

Funkcija f(z,y) = 2? + = + 6y? + 5 predstavlja visino makete, ki
se nahaja nad elipso % + 42 < 1. V kateri tocki je viSina makete
najvecja in v kateri najmanjsa? Ena enota v koordinatnem sistemu je

en decimeter.

Resitev: Stacionarna tocka v notranjosti je (—%, 0). Lagrangeova funk-
cija je
2 2 x? 2
F(z,y,\) = 2° + x + 6y +5—)\(Z—|—y —1).

Resitev sistema enacb

A
Fx:2x+1—7m:()



F, =12y —2\y =0

.I‘Q

FAzz—Fyz—l:O

pa nam da tocke (—2,0), (2,0), (1, —*/Tg), (1, ‘/7?:) lo¢imo dva primera
pri F, = 0: prvi je y = 0 kar nam da prvi dve tocki, drugi pa je
A =6, kar nam da x = 1 iz F, = 0, iz ¢esar dobimo preostali dve
tocki. Najvecja visina je torej pri tockah (1, —‘/73), (1, ‘/73) (enaka %),
najmanjsa pa pri tocki (—%,0) (enaka 12).

. [25T]

Poiscite resitev diferencialne enacbe

2y

/ 2

— 27— 2

Y . T n(x)

pri zatetnem pogoju y(1) = 0.

Resitev: Najprej poiséemo resitev homogenega dela

2
y -2 =0
x
in dobimo C;—y = % in po integriranju dobimo resitev y, = 22C. Z

variacijo konstante dobimo partikularno resitev y, = 2?C(z). Izraz
Yy, — % = 2”In(x) se poenostavi v

C'(z) = In(z),

torej C(z) = —x + x In(x), kar sledi z uporabo per-partesa (u = In(z),
dv = dz). Iz tega sledi, da je resitev enaka 22C' + z*(In(x) — 1), ko
upostevamo Se zacetni pogoj dobimo C' = 1, kar pomeni, da je nasa
resitev enaka y(x) = 22 + 23(In(x) — 1).

. [0 T] Kateri izmed spodnjih vektorjev je lastni vektor, ki pripada lastni
vrednosti 2 od matrike

[ R p—
e e )

1

17

0

a) (1,1,1) b) (1,2,1) ¢ (1,3,1) d) (1,4,1) e)(1,51)

. [6T] Koliko je resitev diferencialne enacbe y” + 2y’ + y = 0, z danimi
zaCetnimi pogoji y(0) = 0 in y/(0) = 27

a) e r b)2e "z c)e *x d)2eFr e)e " +et



6. [5T]

Koliko je rang matrike

—

[N

U= W
)

a)0 b)1 ¢)2 d)3 e)4

7. [5T]

Katero izmed spodnjih stevil lezi v obmoc¢ju konvergence potencne

vrste
i (2 —1)",
a) 0 b)_l c)2 d)3 e)4
8. [5T]

Dana je linearna preslikava A(z,y, z) = (x+y,y—x+z). Kateri izmed
spodnjih vektorjev se s to preslikavo preslika v vektor (2,1)?

a) (1,1,1) b) (2,1,1) ¢ (3,1,1) d) (4,1,1) ) (5,1,1)



IZPIT iz MATEMATIKE II
Univerzitetni studij

15. junij 2022

Prve tri naloge so standardnega tipa in vredne vsaka 25 tock.
Zadnjih pet nalog je izbirnega tipa, pri ¢emer je pravilen natanko en odgo-
vor, ki prinese 5 tock, nepravilen pa minus 1 tocko. Neodgovorjena naloga
prinese 0 tock, obkrozen ve¢ kot en odgovor pa minus 1 tocko. Odgovorite
tako, da obkrozite ¢rko pred pravilnim odgovorom.

1. [25T]

Za katere k € R ima spodnji sistem linearnih enach resitev?

kr 42y +3z=2

3r+2y—2=38
r—y—2z=1
Poiscéi resitev za k = 3.
Resitev: z Gaussovo eliminacijo dobimo, da za k = —1 sistem nima

resitev, za k # —1 ima enoli¢no resitev, ki je za k = 3 enaka x = %,

y=2inz=-—

N[O

2. [25T] Gozdna pot ima obliko elipse

r+ 1) 2
@+1° v

4 9
Nahajamo se v gozdu na tocki (—1,1) in se po najkrajsi mozni poti

odpravimo proti gozdni poti. V katero tocko na poti pridemo ter koliko
poti prehodimo? Ena enota v koordinatnem sistemu je en kilometer.

=1.

Resitev: Razdalja od tocke T'(—1,1) do poljubne tocke na elipsi je
enaka /(x + 1)2 + (y — 1) in brez skode za splognost lahko za iska-
nje minimuma vzamemo kvadrat razdalje. Tako dobimo Lagrangeovo
funkcijo

Fla,y, ) = @+ 12+ (y - 1) = A
Ko resimo sistem enacb

F,=F,=F =0



dobimo stacionarne tocke

14 8 —14 8
Ty (—4 To(——,—=), T3(—, =), Tu(2
1( 70)7 2( 57 5)7 3( 5 75)7 4( 70)7
od katerih sta 75 in T3 najmanj oddaljeni od 7. Ta razdalja je %ﬁ

. [25T]

Poiscite resitev diferencialne enacbe
y — 2xy = 2°

pri zatetnem pogoju y(0) = 1.

Resitev: Najprej poiséemo resitev homogenega dela

y —2zy =0

dy _

in dobimo 2zdx in po integriranju dobimo resitev y;, = Ce™. 7

variacijo konstante dobimo partikularno resitev y, = C (x)er2. Izraz
y]’g — 2y, = 2% se poenostavi v

kar resimo z uvedbo nove spremenljivke ¢ = 3. Na koncu dobimo

resitev y = —%(1 + 22) + Ce*” in ko vstavimo zacetni pogoj y(0) =1
dobimo C' = 2.

. [5T] Katera je lastna vrednost matrike

— R =

— = DD

O ot Ww
N

a) =1 b)) =2 ¢) -3 d) —4 e) =5

. [pT] Koliko je resitev diferencialne enacbe z%y” +xy’ —4y = 0, z danimi
zaCetnimi pogoji y(1) = 0 in y(2) = 157

2 4 2 4
@) ——+20% b) ——4da® o) =42 d) —— + 42’ ) ——5 42" Inw



6. [5T]

Koliko je rang matrike

a)0 b)1 ¢)2 d)3 e)4

7. [5T]
Kateri izmed spodnjih intervalov je obmocje konvergence potencne
vrste -
P
~ n- 4
a) (2,4] b) (24) o) [24) d) (2.4 e) (3,4
8. [5T]

Dana je linearna preslikava A(z,y,2) = (2o + y,y — z). Naj bo A
pripadajoc¢a matrika linearne preslikave A in naj bo matrika

B =

OO =
S = O

Koliko je produkt A - B?

Do o) by ol o



KOLOKVI1J iz MATEMATIKE II
Univerzitetni studij

30. maj 2022

1. [10T] Resite diferencialno enacbo

2%y + 2y’ = 6y,
pri pogojih y(1) = 0 ter y(—1) = 1.

Resitev: nastavek y = 2* nam da karakteristicno enacbo A\(\ — 1) +

2X — 6 = (A —2)(\ + 3), torej je resitev oblike
Ax=3 + Ba?.
Ko vstavimo pogoje dobimo A = —3 ter B = 3.

2. [10T] Naj bo F(x) Fourierova vrsta periodi¢ne funkcije

f(m):{ 1 0<z<1

2?+2 0<z<nm

s periodo 27. Priblizno skicirajte F'(z) na intervalu [—3m, 37| in izra¢unajte
koliko je F(2m).

Resitev: F(x) = f(x) za vse x razen za tiste z, kjer f ni zvezna.
Tam je F(x) povpreéna vrednost leve in desne limite od f. Tako je

F(2r) = F(0) = =52 = 1.

3. [15T] Razvijte funkcijo f(z) = -2 — -25 v Taylorjevo vrsto okrog

z—3 z—2
tocke z = 0 in dolo¢i njen konvergencni polmer.

Resitev: Velja
2 1 1

f(x):?g—fg—r

Ti dve vrsti pa razvijemo v geometrijsko vrsto in dobimo

n=0

Konvergencni polmer je enak 2.



4. [15T] Dolocite obmocje konvergence potencne vrste

f: —(_i)n (2z + 3)".

Resitev: Velja %(21‘ +3) = (=n" (z + 2)", torej je an = D" on

n n

ina= —%. Izracunamo R = lim,, ’aai - = %, torej vrsta konvergira
za x € (—2,—1). Preverimo $e robne pogoje: za x = —1:> 7, (_i)n
konvergira (alt. harm. vrsta). Za x = —2: > > |+ divergira (harm.

vrsta). Torej vrsta konvergira za x € (—2, —1].

5. [25T] Poiscite resitev diferencialne enache

pri zacetnem pogoju y(1) = 0.
Resitev: Najprej poiséemo resitev homogenega dela
Y
/ JR—
y—z=0

: . . . o ) .. _1
in dobimo dgy = i—;” in po integriranju dobimo resitev y, = e =C. Z

variacijo konstante dobimo partikularno resitev y, = e xC (). Izraz
1

y; — Z—’; = 2xe” =  se poenostavi v
C'(z) = 2ze” .

Vpeljava nove spremenljivke ¢ = e** nam da C(x) = Ik 2ze” dr = *,
torej je resitev enaka e xC + er_%, ko upostevamo Se zacetni Eogoj
dobimo C' = —e, kar pomeni, da je nasa regitev enaka y(x) = —e"= 1+
e

6. [25T] Temperatura na kovinski krogli z? + y? + 22 < 4, je podana
s funkcijo f(x,y,2z) = x? + y. V kateri tocki na robu te krogle je
temperatura najvecja in v kateri je najmanjsa?
Resitev: Lagrangeva funkcija je

F(z,y,2,\) =2 +y — AMa? +y* + 2* — 4),

njene stacionarne tocke pa so

V15 1
T1(07_270)a TQ(_775a0)7 T3(

V15 1
2
Poracunamo se f(T) =1, f(T1) = =2, f(To) = f(T3) = £ ter f(Ty) =
2. Najvecja vrednost je torej v tockah 75 in T3, najmanjSa pa v tocki
T).

0), T74(0,2,0).



KOLOKVI1J iz MATEMATIKE II
Univerzitetni studij

8. april 2022

1. [10T] Izracunajte rang matrike

7 3 -3
-21 -7 8
7 1 =2

Ali je matrika obrnljiva? Odgovor utemeljite.

Resitev: Z Gaussovo eliminacijo dobimo, da je rang enak 2 in tako
matrika ni obrnljiva.

2. [10T] Izracunajte lastne vrednosti matrike

11 1
-2 -1 0
-1 0 -1
Resitev:
1-x 1 1
2 —1-X 0 |=-=(-1=-2)N+2)
~1 0 —1-2X

in tako so lastne vrednosti enake —1, v/2i, —v/2i.

3. [10T] Ali se da vektor (2, —1, 1) zapisati kot linearno kombinacijo vek-
torjev (2,4,6) in (—3,4,1)? Ce je mogoce poiséite tako linearno kom-
binacijo.

Resitev: z resitvijo linearnega sistema dobimo
(2 11)—1(246) 1( 3,4,1)
) ’ - 4 )y 2 )y :

4. [10T] Izracunajte produkt matrik A - B, kjer je A matrika, ki pripada
linearni preslikavi A : R® — R?, A(z,y,2) = (3z+y, 2y + 32), matrika
B pa je enaka



Resitev: matrika A je enaka

in tako dobimo, da je

35
A'B:(9 4)

. [10T] Izracunajte inverz matrike

Resitev:

. [25T]
a) Obravnavajte stevilo resitev sistema linearnih enacb
rt+ay—Tz=—4

2r+y+2=13
x4+ 3y — 12z = —11
glede na vrednost parametra a € R.

b) Pri a = 2 resite sistem enach. Kaj geometrijsko predstavlja
mnozica reSitev v tem primeru?

Resitev: Ko zamenjamo prvo in tretjo enacho dobimo za resiti sistem

1 —-12 3| -11
2 1 1| 13],
1 -7 a| —4

kjer prvi stolpec predstavlja spremenljivko z, drugi stolpec spremen-
ljivko z in tretji stolpec spremenljivko y. Po Gaussovi eliminaciji do-
bimo

1 —12 3] —11 1 —12 3| —11 1 —12
~ 0 25 -5 35|~ |0 d -1 71 ~10 )

3
-1

0 5 a—3 7 0 5 a—3 7 0 0 a—2

—11
7
0



za a = 2 imamo veCparametericno resitev, ki je enaka x = —3t 4 10,
y=05t—T7 z =1, t € R in tako resitev predstavlja premico. Za
preostale a dobimo enoli¢no resitev.

7. [25T] Zelimo zgraditi dve tristrani piramidi z ogliséi A(0, 0,0), B(1,2,0)
ter C'(1,0,2) v koordinatnem sistemu, kjer ena enota meri 1 m.

a) Prva piramida naj ima prostornino 10 m®. Kam moramo postaviti
oglisée D, da bo to oglisce lezalo na premici

x—2:y:§?

b) Druga piramida naj ima oglisée D(0,1,1). Koliko je visina skozi
oglisce A?

Resitev: Izra¢unamo
AB = (1,2,0), AC =(1,0,2), AD = (k+2,k,2k),

saj D(k + 2, k,2k) za nek k € R. Velja

1 2 0
(AB,AC,AD)=| 1 0 2|=-2k+8.
k+2 k 2k

Resitev enacbe | —2k+8| = 6-V = 60 je ky; = 34, ky = —26 torej imamo
dve moznosti za oglis¢e D in sicer D; (36, 34,68) in Dy(—24, —26, —52).

Pri drugi piramidi izracunamo

—

BC = (0,-2,2), BD=(-1,-1,1), BA=(-1,-2,0)

. _I(BC.BD, BA)|
T |B?>< @|

in tako

=V2m.



IZPIT iz MATEMATIKE II
Univerzitetni studij

9. februar 2022

Prve tri naloge so standardnega tipa in vredne vsaka 25 tock.
Zadnjih pet nalog je izbirnega tipa, pri cemer je pravilen natanko en odgo-
vor, ki prinese 5 tock, nepravilen pa minus 1 tocko. Neodgovorjena naloga
prinese 0 tock, obkrozen vec¢ kot en odgovor pa minus 1 tocko. Odgovorite
tako, da obkrozite ¢rko pred pravilnim odgovorom.

1. [25T] Izracunajte lastne vrednosti matrike

1 1 1
-1 -1 0
-2 0 -1

Izberite si dve lastni vrednosti in izracunajte pripadajoce lastne vek-
torje.

Resitev: Karakteristicna enacba je enaka —(1+ \)(2+ A?), torej so la-
stne vrednosti enake A\ = —1, \y = iV2 ter \3 = —iv/2. Pora¢unamo
Se njihove pripadajoce lastne vektorje, ki so enaki (0, —1, 1), ki pripada
A1, ter %(—1 +i/2), ki pripadata Ay ter As.

2. L25T] Zelimo zgraditi tristrano piramido s prostornino 1m® meter.
Zelimo, da ima osnovna ploskev koordinate oglis¢ (1, 2,0), (0, 3,4), (2, 3,0).
Zadnje oglis¢e zelimo imeti na premici

r—1
2

=y—1, 2z2=2

Katero tocko na podani premici moramo vzeti?

Resitev: Naj bo D tocka na dani premici, torej velja
D= 2a+1,a+1,2).

Izracunamo A—D = (—2a,1—a,—2), A—B = (1,—1,—4) ter A—C =
(—1,—1,0). Velja, da je 6V = 6 enak absolutni vrednosti mesanega
produkta vektorjev A— D, A— B ter A—C'. Dobimo enacbo |8+4a| = 6,

ki nam da dve re§itvi: a; = —g ter as = —%.



3. [25T]
Poiscite resitev diferencialne enacbe
y — v_ (22° + 82° + 6x) Inx
T
pri zacetnem pogoju y(1) = 0.

Resitev: Najprej pois¢emo resitev homogenega dela

y—2=0
x
in dobimo % = df in po integriranju dobimo resitev y, = xC. Z

variacijo konstante dobimo partikularno resitev y, = xC(x). Izraz

Y, — % — 2x(x + 3)e” se poenostavi v

C'(z) = 2(2* + 42 + 3) Inz,
torej C(z) = [ 2(2*+4x+3) In zdz, integracija per partes z u = Inx in

dv = (2 + 4z + 3)dz in upostevanje zacetnega pogoja nam da resitev

2
y = §(37x —272% — 923 — 2* 4+ 272% Inx + 182% Inz + 32* Inx).

4. [5T] Katera izmed spodnjih mnozic je definicijsko obmocje funckije

z

dveh spremenljivk f(z,y) = |z + y| — arcsin 3

a) {(z,y) eR? | —1<a<1}
b) {(z,y) e R? | —2<x <2}
) {(z,y) eR?*| —1<z<1, -1<y<1}
d) {(z,y) eR? | —2< 2 <2, —-2<y<2}
e) {(z,y) eR*| —1<y<1}

5. [5T)

Koliko je rang matrike

1 2 -1
-2 -4 2|7
3 6 -3

a)0 b)1 ¢)2 d)3 e)4



6. [5T] Za kateri k spodnji sistem nima resitve?
kxr 42y + 3z =1,
r—y—2z=1,
r+2y+z2=1.
a)-2 b) -1 ¢) 0 d) 1 e 2

7. [5T]
Kateri izmed spodnjih intervalov je obmocje konvergence potencne
vrste -
—~ n+ 1
8. [5T]

Katera izmed spodnjih tock je stacionarna tocka funkcije

flz.y) =2z + 2y + y*)?

a) (0,1) b) (1,=1) ¢) (2,=1) d) (3,-2) ¢) (4,-2)




